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Предисловие редактора русского издания 

Д и с к р е т н ы й математический анализ я в л я е т с я одним из древней­
ш и х п в то ж е время одним из современнейших н а п р а в л е н и й мате­
матики . С одной стороны, сюда относятся и одна из самых иитригую-
ш и х проблем математики — решение диофантовых у р а в н е н и й , 
н а з в а н н ы х так по имени древнегреческого математика Д и о ф а н т а , 
ж и в ш е г о в третьем веке н а ш е й эры, и задачи, связанные с числами 
Фибоначчи , которые т а к ж е имеют многовековую историю. (Заме­
тим, что теорема Ферма т а к ж е имеет непосредственное отпошеиие 
к днофантовым у р а в н е н и я м . ) G д р у г о й стороны, с этим н а п р а в л е ­
нием математики неразрывно с в я з а н ы получившие большое развитие 
в. последнее время алгоритмические методы, в а ж н о й ветвью которых 
я в л я е т с я математическое программирование . Н а б л ю д а е м ы й всплеск 
в р а з в и т и и этих алгоритмических методов с в я з а н в п е р в у ю очередь 
с р а з р а б о т к о й э л е к т р о н н ы х вычислительных машин, п о з в о л я ю щ и х 
доводить р е ш е н и я в алгоритмической форме до п р а к т и ч е с к и х р е з у л ь ­
татов. Можно с к а з а т ь , что д и с к р е т н а я математика и в первз 'ю оче­
редь методы дискретной оптимизации п е р е ж и в а ю т в н а ш и дни 
поистине второе рождение . 

П р е д л а г а е м а я вниманию читателей книга Томаса Саати представ­
л я е т собой своеобразную к о л л е к ц и ю задач и методов оптимизации 
в целых числах , составленную на основе курсов л е к ц и й , прочитанных 
автором в К а л и ф о р н и й с к о м университете Лос -Анджелеса и в у н и в е р ­
ситете Д ж . Вашингтона . Автор — к р у п н ы й а м е р и к а н с к и й матема­
тик , известный советским читателям по его книгам «Математические 
методы исследования операций», Воениздат , 1962, и «Элементы теории 
массового обслуживания» , изд-во «Сов. радио», 1965. Эти монографии 
п о л ь з у ю т с я большим успехом у н а ш и х инженеров и научных работ­
ников , п о с к о л ь к у в них на строгом, но в то ж е время доступном 
уровне и з л о ж е н ы современные модели и методы исследования опера­
ций . Н е случайно и к американскому изданию этой кинги Саати 
предпослал эпиграф: «Я люблю обе стороны математики: чистую — 
к а к возвышенный уход от реальности , п р и к л а д н у ю — к а к страстное 
стремление к жизни» . Т а к о е отношение к математике пронизывает 
почти все работы автора , но, возможно , оно более всего п р о я в л я е т с я 
именно в этой книге . ^ 

К н и г а «Целочисленные методы оптимизации и связанные с ними 
экстремальные проблемы» я в л я е т с я в определенном смысле у н и к а л ь -
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ной: н и в отечественной, ни в заруб 'ежиой научно-технической 
л и т е р а т у р е нет работ , в которых воедино сводились бы р а з н о о б р а з ­
ные вопросы целочисленной оптимизации. П р а в д а , следует заметить , 
что в настоящее время пет цельной теории этой ветви математики , что 
привело автора к своеобразной композиции и манере и з л о ж е н и я 
м а т е р и а л а . Весь материал разбит на несколько смысловых г р у п п , 
в к а ж д о й из которых приводится много интересных и л л ю с т р а т и в н ы х 
примеров и к р а с и в ы х математических этюдов. В каком-то смысле 
эту к н и г у можно сравнить с ж и в о п и с ь ю Матисса: те ж е неожиданно 
броские фрагменты, то же калейдоскопическое чередование их , 
столь ж е скупое и подчас умышленно сжатое и з л о ж е н и е материала 
и в то ж е время такое ж е ощущение композиционной и логической 
цельности , остающееся от всей работы. 

В книге можно найти мпожество интересных идей, а т а к ж е увидеть 
многие вопросы в новом и д а ж е неожиданном освещении. Н а п р и м е р , 
хорошо описано здесь так называемое псевдобулево программи­
рование . Много внимания автор уделил систематическому и з л о ж е ­
нию методов геометрической оптимизации . По д у х у и стилю и з л о ж е ­
н и я это не учебник по методам дискретной оптимизации , а очень 
хорошее пособие д л я инженеров и научных работников , занимаю­
щ и х с я математическими вопросами исследования операций и техни­
ческой к и б е р н е т и к и , которые прочтут эту к н и г у не т о л ь к о с пользой , 
но и с большим удовольствием. 

В заключение следует отметить плодотворное сотрудничество 
Саати с нами в процессе работы над русским переводом его книги . 
Он н а п и с а л предисловие к русскому изданию, п р и с л а л р я д и с п р а в ­
лений , а т а к ж е коренным образом переработал один из ра зделов , 
посвященных геометрической оптимизации. 

II. Ушаков 



Предисловие автора к русскому изданию 

Один к р у п н ы й английский математик в ы с к а з а л мысль , что он 
не понимает ж е л а н и я людей п о з н а к о м и т ь с я со всеми последними 
достижениями математики, п о с к о л ь к у эта н а у к а возникла несколько 
тысяч лет назад , будет р а з в и в а т ь с я еще тысячи лет и ничего страш­
ного ие произойдет , если что-то пе станет известным с р а з у ж е . 

Однако существуют области, в которых математика добилась 
т а к и х существенных р е з у л ь т а т о в , что -нельзя ж д а т ь тысячи лет, 
п о к а ими заинтересуются . Т а к о й областью я в л я е т с я целочисленная 
оптимизация , к о т о р а я в настоящее время я в л я е т с я основным мате­
матическим аппаратом исследования операций . 

В о всем мире проводятся глубокие исследования в области цело­
численного п р о г р а м м и р о в а н и я . Со времени п у б л и к а ц и и этой к н и г и 
в 1970 г. появилось несколько монографий, посвященных р а з л и ч н ы м 
вопросам этой области вычислительной математики . Однако к р у г 
тем, з атрагиваемых в данной книге , намного ш и р е . 

Д л я тех, кому н р а в и т с я п р о с л е ж и в а т ь математические доказа ­
тельства , и з л о ж е н и е материала может п о к а з а т ь с я слишком нестро­
гим. Эта книга больше подходит д л я тех , кто желает ознакомиться 
с проблемой в целом. 

Т. Саати 



Пред исловие 

В современной ж и з н и почти нет сфер деятельности , в к о т о р ы х 
математика не и г р а л а бы в а ж н о й роли . Некоторые из них сами 
п о р о ж д а ю т математические идеи. П о ж а л у й , чаще всего в п р и к л а д ­
ных задачах используются фундаментальные п о н я т и я математики — 
п о н я т и я максимума и минимума. 

Ч е л о в е к я в л я е т с я п р и р о ж д е н н ы м максимизатором и миппмиза-
тором. К о р о ч е г о в о р я , его можно н а з в а т ь оптимизатором. Он з а н и ­
мается оптимизацией, потому что ему необходимо экономить свои 
ограниченные запасы энергии, способности и ресурсы. П р и построе­
нии теорий он оптимизирует путем и с п о л ь з о в а н и я упрощений, , 
а т а к ж е посредством поиска р е г у л я р н о с т и и симметрии. Ч е л о в е к 
т а к ж е п р о я в л я е т свою склонность к оптимизации путем построения-
и з я щ н ы х математических д о к а з а т е л ь с т в . Он оптимизирует , чтобы-
сократить продолжительность работы. П о и с к максимумов п миниму­
мов неотъемлем от существа человека с его поисками красоты 
и совершенства и с его неудержимым стремлением к р а ц и о н а л и з м у . 
К а ж е т с я , что сама п р и р о д а требует от человека выбирать н а и л у ч ш у ю 
стратегию, к о т о р а я максимизирует его выигрыш, постоянно д у м а т ь 
о том, к а к сделать этот выигрыш побольше п р и относительна 
малых затратах . 

Т р и короткие истории с л у ж а т и л л ю с т р а ц и е й того, что страте­
г и я оптимизации в задачах с ограничениями не я в л я е т с я ни чистой 
максимизацией , ни чистой минимизацией , а скорее некоторым опти­
мумом и л и смесью того и другого . 

П е р в а я история о трех ш в е я х , ни одна из которых не хотела 
отстать от подруг . П е р в а я вдела в свою и г л у очень д л и н н у ю нитку,, 
к о т о р а я скоро з а п у т а л а с ь в шитье , и работа остановилась . В т о р а я 
ш в е я заметила ошибку первой и в з я л а очень короткую нитку , но-
скоро ей п р и ш л о с ь вдевать в свою и г л у новую н и т к у , и она тоже-
п о т е р я л а время . Т р е т ь я «благоразумно» отмерила нитку длиной от 
носа до кончиков п а л ь ц е в вытянутой р у к и . Она и з б е ж а л а затрудне ­
ний, с которыми столкнулись ее подруги . 

В о второй истории рассказывается об умирающем богаче, который 
завещал к а ж д о м у из своих сыновей столько земли, сколько тот 
сможет обойти, выйдя из определенного места на восходе солнца 
и вернувшись туда же па з акате . Тот , кто не успевал вернз г ться 
до з а к а т а , д о л ж е н был потерять свою долю наследства . Один сын 
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у ш е л очелъ далеко н не смог в е р н у т ь с я до поступления темноты. 
Д р у г о й сын, пе ж е л а я терять своей доли , сделал к о р о т к и й п у т ь 
и в е р н у л с я к п о л у д ш о . Т о л ь к о третий сын о к а з а л с я не слишком 
ж а д н ы м , не слишком осторожным и воспользовался всем днем, 
чтобы отмерить себе участок земли. 

В третьей истории р а с с к а з ы в а е т с я , к а к однажды некоего мате­
м а т и к а попросили оценить количество бобов в большом контейнере 
н е п р а в и л ь н о й формы, объем которого ои сумел оценить , мысленно 
преобразовав его в ц и л и н д р . Затем оп п р и н я л , что бобы имеют 
форму сферы, измерил их и оценил диаметр ; применив свои з н а н и я 
о наиболее плотной у п а к о в к е сфер в трехмерном пространстве , оп 
п о л у ч и л ответ, очень б л и з к и й к действительности , и затем скоррек­
т и р о в а л его с учетом того, что бобы имеют пе сферическую форму. 
Этот математик п о л у ч и л премпю за хорошее решение . 

Под оптимумом иногда понимается равновесие между «пе слиш­
ком мпого» п «не с лишком мало». В д р у г и х с л у ч а я х ои иногда пони­
мается к а к «самое лучшее» и л и «нет ничего лучше». Можно ассоцииро­
вать с оптимумом понятие «самое худшее» и л и «нет ничего хуже» . 

Иногда оптимум называют максимум максиморумом, если рас ­
с м а т р и в а е т с я л у ч ш и й из л у ч ш и х исходов , и л и минимум мииимору-
мом — в случае худшего из х у д ш и х исходов . Копечио , все эти 
п о н я т и я имеют строгую математическую интерпретацию. Н а п р и м е р , 
е сли н е п р е р ы в н а я ф у н к ц и я на замкнутом ограниченном множестве 
в евклидовом пространстве имеет несколько л о к а л ь н ы х максимумов , 
то н а и б о л ь ш и й из них иногда называется оптимумом, и л и максимум 
максиморумом. 

Некоторые простые задачи , д л я которых падо п о к а з а т ь , что 
решеппе существует , могут быть в л о ж е н ы в соответствующую схему 
оптимизации , д л я которой можно найти ответ. Возьмем, н а п р и м е р , 
з а д а ч у о п о к р ы т и и обычной ш а х м а т н о й доски , в которой к в а д р а т ы 
в н и ж н е м левом и в п р а в о м верхнем у г л а х исключены, п л а с т и н к а м и 
домино. (Предполагается , что к а ж д а я п л а с т и н к а п о к р ы в а е т два 
соседних к в а д р а т а доски целиком , а сами п л а с т и н к и не п е р е к р ы в а ю т ­
ся . ) Эту задачу можпо сформулировать в терминах максимального 
количества п л а с т и н о к домино,- необходимых д л я п о к р ы т и я к а к 
можно большего числа квадратов доски . П р и т а к о й формулировке 
з а д а ч у оптимизации труднее решить , ио она содержит ответ иа 
п р е д ы д у щ у ю задачу . Иногда оказывается возможным трудную задачу 
максимизации в л о ж и т ь в более п р о с т у ю схему. Н а п р и м е р , необхо­
димые у с л о в и я существования максимумов и минимумов в общем 
случае с в я з а п ы с вопросом разрешимости у р а в н е н и я и л и системы 
у р а в н е н и й . В математическом анализе — это алгебраические у р а в ­
н е н и я , в вариацноппом исчислении — дифференциальные у р а в н е н и я . 

Дополнительные возможности , возникающие п р и замене одной 
з а д а ч и на д р у г у ю , могут позволить получить решение исходной 
задачи . Т а к , в задаче о ш а х м а т н о й доске , поставленной в виде з адачи 
о максимизации , число пластинок домино пе может п р е в ы ш а т ь 30. 
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Действительно , яспо , что к а ж д а я п л а с т и н к а д о л ж н а п о к р ы в а т ь 
два смежных к в а д р а т а разного цвета , а на доске осталось па два 
белых к в а д р а т а больше, чем черных (вспомним, что два черных 
к в а д р а т а исключены) , и, следовательно , доску н е л ь з я покрыть 
31 пластинкой . 

Во многих отношениях достоин с о ж а л е н и я тот факт , что мы 
п р и в ы к л и отождествлять все задачи с непрерывными задачами ана­
литической геометрии. К а ж д а я задача , в которой ф и г у р и р у ю т 
поверхности , мысленно ассоциируется с непрерывной задачей, при 
этом теряется полпота представления р а з л и ч н ы х сторон дискрет­
ных задач . Мы д о л ж н ы переосмыслить этот старинный и вводящий 
в з а б л у ж д е н и е подход, имея в виду две схемы, предназначенные 
д л я р е ш е н и я дискретных задач: старую и новую. 

Д и с к р е т н а я математика в отличие от непрерывной не имеет 
единой теории, и поэтому здесь исследования , естественно, сводятся 
к изучению частных случаев . Т а к о й подход развивает ш и р о к и й 
в з г л я д на проблему в целом и способствует возникновению идей, 
о к а з ы в а ю щ и х с я полезными п р и исследовании р а з л и ч н ы х проблем 
дискретной математики . 

З а д а ч у оптимизации можпо представить и в геометрической 
и в алгебраической форме. Геометрический подход можно п р о и л л ю ­
стрировать на примере задачи об у п а к о в к е максимального количе­
ства идентичных сфер в п а р а л л е л е п и п е д . Чтобы получить представ­
ление о задаче , можпо построить физическую модель у п а к о в к и 
апельсинов в я щ и к и и с к а т ь п у т и у л у ч ш е н и я у п а к о в к и . Можно 
т а к ж е и з у ч а т ь в л и я н и е формы я щ и к а на число у п а к о в а н н ы х апель­
синов , если я щ и к не в е л и к по р а з м е р у . Г о р и з о н т а л ь н ы й р а з р е з 
через центры апельсинов в п р а в и л ь н о определенном слое (если 
т а к о й слой существует) приводит к идее об у п а к о в к е к р у г о в в п р я м о ­
у г о л ь н и к е . Алгебраические задачи с в я з а н ы со строгой формулиров­
кой , в р а м к а х которой д о л ж н а м а к с и м и з и р о в а т ь с я и л и минимизи­
р о в а т ь с я ф у н к ц и я , возможно , п р и н а л и ч и и ограничений, задаваемых 
в виде у р а в н е н и й и л и неравенств . П р и целочисленной оптимизации 
необходимо, чтобы переменные были целыми числами, часто неотри­
цательными. Иногда требуется , чтобы максимальное и л и минималь­
ное значение т а к ж е было ц е л ы м числом. Ж е л а т е л ь н о было бы свести 
все задачи оптимизации к ф о р м у л и р о в к а м в алгебраической форме. 
Однако д л я некоторых задач сделать это труднее , чем дать другое 
решение с использованием геометрических р а с с у ж д е н и й . 

Существуют две большие новые области оптимизации , ра звитие 
которых имеет решающее значение д л я большого числа теоретиче­
с к и х и п р и к л а д н ы х задач . Во-первых , это оптимизация над дискрет­
ными множествами , что я в л я е т с я предметом и з л о ж е н и я данной 
к н и г и . В т о р а я область , п р и в л е к а ю щ а я внимание исследователей ,— 
это стохастическая оптимизация , в которой допускается использова­
ние в ы р а ж е н и й со случайными величинами . Здесь читатель сможет 
н а й т и ответы д л я с л о ж н ы х с о ц и а л ь н ы х и политических задач . 
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К н и г а предназначена д л я студентов старших к у р с о в , специали­
з и р у ю щ и х с я по математическим и техническим д и с ц и п л и н а м , 
социальным н а у к а м и исследованию операций , которые имеют х о р о ­
ш у ю подготовку по математическому а н а л и з у и линейной алгебре . 
Некоторые теоремы ф о р м у л и р у ю т с я без д о к а з а т е л ь с т в . Ц е л ь к н и г и 
в том, чтобы пробудить у студентов интерес к р а з л и ч н ы м аспектам 
излагаемого здесь предмета. Д о п о л н и т е л ь н ы й материал читатель 
может найти в источниках , у к а з а н н ы х в списке л и т е р а т з ф ы . 

Эта к н и г а , объем которой дает возможность изучить ее в течение 
одного семестра, я в л я е т с я первой книгой такого рода . В в и д у недо­
статка места обычно приводится только одио доказательство , доста­
точное д л я п о н и м а н и я материала и д л я того, чтобы дать студентам 
представление о типах доказательств , встречающихся в этой области. 

П р и решении задач целочисленной оптимизации возникает с л о ж ­
н а я гамма чувств от в о з б у ж д е н и я до сомнения и иногда д а ж е до 
р а з о ч а р о в а н и я . В непрерывном случае можно иайтн компромиссную 
постановку задачи и получить хорошее п р и б л и ж е н н о е решение . 
В дискретном случае требования гораздо сильнее и они не столь 
г и б к и . Здесь из всего пространства исследователь д о л ж е н в ы б р а т ь 
сравнительно немного точек и работать с ними. Поэтому, если 
область оптимизации менее богата точками и имеет большие огра­
ничения , трудности у м н о ж а ю т с я . Иногда поиск оптимума я в л я е т с я 
не более чем н а в я з ч и в о й идеей, т ак к а к полезность полученных 
р е з у л ь т а т о в ие оправдывает з атраченных у с и л и й . Ч а с т о бывает 
достаточно построить хорошие верхнюю и н и ж н ю ю г р а н и ц ы точного 
р е ш е н и я . 

Существуют задачи , д л я которых можно д о к а з а т ь , что некоторый 
максимум в качестве априорной в е р х н е й г р а н и ц ы не может 'быть 
превышен . В таком случае следует доказать отдельно, что максимум 
действительно достигается . Н а п р и м е р , и с п о л ь з у я п р а в и л ь н ы е много­
у г о л ь н и к и и тот факт , что по меньшей мере т р и многоугольника 
д о л ж н ы сходиться в вершине м н о г о г р а н н и к а , можно д о к а з а т ь , что 
существует самое большее (максимальное число) п я т ь п р а в и л ь н ы х '* 
в ы п у к л ы х многоугольников . Однако , чтобы д о к а з а т ь , что и х ровно 
п я т ь , надо давать отдельное доказательство . 

Д р у г и е интересные вопросы в з а д а ч а х определения максимумов 
и минимумов — это теоремы существования и единственности, описа­
ние свойств р е ш е н и я , построение его, сходимость используемых 
алгоритмов и приближение к истинному зиачепию желаемого р е ш е н и я . 

Эта к н и г а не предназначена д л я того, чтобы дать исчерпываю­
щее и з л о ж е н и е всех дискретных задач оптимизации . Н а ш а более 
с к р о м н а я ц е л ь состоит в том, чтобы возбудить и стимулировать 
у читателей интерес к элементарным методам и идеям дискретной 
оптимизации и смежным задачам. 

Томас Л. Саати 



Глава 1 

Основные понятия: примеры задач, 
и методов 

1.1. Введение 

П р и рассмотрении максимумов и минимумов на множествах 
всегда имеется в виду некоторое соотношение между элементами 
множеств , которое позволяет их с р а в н и в а т ь . Д л я примера возьмем 
множество , элементами которого я в л я ю т с я т р и действительных 
числа Е = {а, Ь, с} с обычным отношением п о р я д к а . Е с л и а < b < с, 
то а я в л я е т с я минимумом, и л и наименьшим элементом Е, тогда 
к а к с я в л я е т с я наибольшим элементом, и л и максимумом. В множе­
стве Е не существует элемента, меньшего чем а, и т а к ж е не суще­
ствует элемента, большего чем с. Заметим, что Ъ не я в л я е т с я ни 
минимумом, н и максимумом, так к а к имеется элемент, который 
превосходит его, а т а к ж е существует д р у г о й элемент, мень­
ш и й Ъ. 

Н а м известны и другие виды п о р я д к а , кроме соотношений «мень­
ше , чем» и «больше, чем», существующих между числами. Т а к , 
например , совокупность множеств можно упорядочить в соответствии 
•с включением множеств . В этом случае м а к с и м а л ь н ы м элементом 
будет наибольшее множество в совокупности , а минимальным эле­
ментом — наименьшее множество в совокупности. Н а п р и м е р , в после­
довательности из п я т и концентрических о к р у ж н о с т е й внешнюю 
о к р у ж н о с т ь можно считать наибольшей , а внутреннюю — наимень­
шей , потому что п е р в а я о к р у ж н о с т ь содержит все остальные, а наи­
м е н ь ш а я содержится во всех д р у г и х . 

П о н я т и я максимума и минимума тесно с в я з а н ы с п о н я т и я м и 
н и ж н е й и верхней г р а н и ц . В е р х н е й границей множества чисел Е 
я в л я е т с я число с, т акое , что пи один элемент из Е не превосходит с. 
Е с л и , н а п р и м е р , Е = {a, b}, а < Ъ, то с будет верхней границей , 
если a с и b ^ с. Т о ч н о й верхней г р а н и ц е й множества действи­
тельных чисел я в л я е т с я в е р х н я я г р а н и ц а , к о т о р а я не превосходит 
н и к а к о й д р у г о й верхней г р а н и ц ы и л и м а ж о р и р у е т с я любой другой 
верхней г р а н и ц е й . Можно п р и н я т ь , что множество верхних г р а н и ц Е 
имеет наименьший элемент, т ак к а к оно ограничено снизу (элемен­
том Ь). Этот наименьший элемент может п р и н а д л е ж а т ь и л и не при­
н а д л е ж а т ь множеству Е. Е с л и среди элементов множества имеется 
максимум, то он и я в л я е т с я точной верхней г р а н и ц е й множества . 
Множество Е действительных чисел имеет максимум, если в нем 
содержится число с, такое , что х ^ с п р и всех х £ Е. Т а к и м образом, 
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максимум я в л я е т с я точной верхней границей , по обратное неверно . 
Е с л и точная в е р х н я я г р а н и ц а п р и н а д л е ж и т множеству , то она 
я в л я е т с я максимумом. Точной верхней г р а н и ц е й множества { 1 — 1//г}, 
п = 1, 2, . . ., в пределе я в л я е т с я 1, но это множество не содержит 
этот элемент и, следовательно , не имеет максимума . В конечном 
множестве целых чисел точная в е р х н я я г р а п и ц а и максимум совпа­
дают. Аналогично определяются точные н и ж н и е г р а н и ц ы и м и н и ­
мумы. 

Из в ы ш е и з л о ж е н н ы х р а с с у ж д е н и й очевидно, что п р и и з у ч е н и и 
максимумов и минимумов необходимо ввести какое-то упорядочение . 
Н о это можно сделать только д л я подмножества всего множества . 
Н а п р и м е р , множество комплексных чисел , т. е. чисел вида а + Ыт 

где а ж b — действительные числа и і — ] / — 1 , н е л ь з я у п о р я д о ч и т ь 
простым использованием соотношения без дополнительных усло­
вий на соответствующие действительные и мнимые части у п о р я д о ­
ченных п а р . Однако действительные числа , которые составляют 
подмножество множества комплексных чпсел , могут быть совершенно 
упорядочены в соответствии с соотношением ^С. Вообще г о в о р я , не 
очевидно, можно л и устаповить отношение п о р я д к а между элемента­
ми 7г-мерного евклидова пространства Еп т ак , чтобы получилось 
совершенное упорядочение пространства . Однако с и т у а ц и я не я в л я е т ­
ся совершенно безпадежпой. Лексикографическое упорядочение 1 ) 
представляет собой упорядочение обычного типа , при котором точ­
к и (а-ц . . ., хп) пространства Еп, координатами которых с л у ж а т 
действительные числа , р а с п о л а г а ю т с я в соответствии с величиной 
первой координаты а^; если первые координаты р а в н ы , то в соот­
ветствии с величиной второй координаты х„ и т. д . Меньшим эле­
ментом (меньшей точкой) я в л я е т с я тот, в котором раньше п о я в ­
л я е т с я меньшая координата . Т а к , н а п р и м е р , ( 1 , 7, 2) меньше, чем 
(1 , 9, 0), потому что первые к о о р д и н а т ы р а в н ы , а в т о р а я координата 
второго элемента 9 превышает 7. Естественно , что такое искусствен­
ное упорядочение д о л ж н о гармонировать с частным случаем Ег, 
а имеиио с пространством действительных чисел , д л я которых отно­
шение п о р я д к а у ж е хорошо определено. 

Однако можно вводить упорядочение в н у т р и каждого из несколь­
ких подмножеств множества , не р а с п р о с т р а н я я его на все множество . 
Н а п р и м е р , можно рассмотреть множество , элементы которого доми­
нируют (превосходят и л и предшествуют) один над другим в соответ­
ствии с правилом , определяемым несвязным н а п р а в л е н н ы м графом, 
стрелки которого у к а з ы в а ю т н а п р а в л е н и е подчинения от у п р а в л я ю ­
щего к у п р а в л я е м о м у . Н а вопрос , кто я в л я е т с я н а ч а л ь н и к о м подоб­
ной совокупности двух о р г а н и з а ц и й , н е л ь з я дать ответ, так к а к 
неизвестно отношение подчиненности. Т а к о е множество я в л я е т с я 

г ) Примером лексикографического упорядочения может служить алфавит­
ный порядок слов в обычных словарях.— Прим. ред. 



Основные понятия: примеры задач и методов 15 

только частично упорядоченным, по пе совершенно упорядочен­
ным г ) . 

В большинстве задач на максимумы и минимумы отыскивается 
точка множества , к о т о р а я дает максимум или минимум функции , 
определенной на множестве и принимающей действительные значе­
н и я . Это, вообще говоря , оправдано только тем, что множество 
действительных чисел я в л я е т с я совершенно упорядоченным. Е с л и бы 
отображение осуществлялось на множество векторов , то в о з н и к а л а бы 
задача у п о р я д о ч е н и я и максимумы и минимумы потребовали бы 
специального исследования . 

З а д а ч и оптимизации, которые будут рассматриваться здесь, 
с в я з а н ы с отысканием максимумов и л и минимумов функций , опре­
деленных на множествах точек действительной п р я м о й , плоскости 
и в более общем случае Еп, координатами которых с л у ж а т целые 
действительные числа . Множества , на которых в этом случае может 
быть определена ф у н к ц и я , называются дискретными, потому что 
их точки изолированы друг от д р у г а . Т а к и м образом, если в качестве 
окрестностей в основпом пространстве (т. е. в пространстве , в кото­
рое вложено рассматриваемое мпожество) выбраны сферы, то около 
к а ж д о й точки можно построить т а к у ю сферу, что она не будет содер­
ж а т ь н и к а к и х д р у г и х точек данного множества . Однако п о н я т и я 
оптимизации можно использовать и п р и рассмотрении множеств , 
которые я в л я ю т с я частично дискретными. В этом случае в о к р у г 
некоторых точек можно построить сферы в основном пространстве , 
в которых не содержится н и к а к и х д р у г и х точек множества . 

Б у д е м предполагать , что ф у н к ц и я , которую надо максимизиро­
вать и л и минимизировать , принимает действительные значения . 
В некоторых задачах будем считать , что ф у н к ц и я принимает только 
целочисленные значения , в д р у г и х не будем делать это предположе­
ние . Однако может о к а з а т ь с я , что максимум ф у н к ц и и д о л ж е н быть 
целым числом. 

J ) Возможны іг другие схемы частичного упорядочения множеств, напри­
мер когда устанавливается отношение порядка между отдельными подмноже­
ствами, но отсутствует отношение порядка для элементов внутри каждого пз 
подмножеств. Чисто формальным примером может служить упорядочение 
комплексных чисел по их модулю. В этом случае можно упорядочить комплекс­
ные числа по принципу ах -\- Щ > а2 + ib2, если а\ + Ъ\ > а\ - f Ъ\, но при 
этом подмножество комплексных чисел а + іЬ с равными модулями (множество 
точек окружности на комплексной плоскости с радиусом ~\/а2 + Ь2 п с центром 
в пуле) упорядочить не удается. В качестве примера, близкого к тому, который 
приведен автором, можно рассмотреть иерархическую структуру организации, 
где на каждом уровне функционирует совет равноправных членов, каждый 
из которых доминирует над членом нижестоящего совета и в свою очередь под­
чиняется любому члену вышестоящего совета.— Прим- ред. 
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Д а л е е в этой главе приводятся определения , некоторые полезные 
идеи и теоремы и дается краткое и з л о ж е н и е материала , касающегося 
рассматриваемых здесь вопросов д л я непрерывного с л у ч а я , когда 
можно использовать методы математического а н а л и з а . В конце 
г л а в ы п р и в о д я т с я примеры задач дискретпой оптимизации . 

О с т а л ь н а я часть книги разделена на две части. В г л . 2 и 3 рас ­
с м а т р и в а ю т с я задачи , которым дается геометрическая и л и физиче­
с к а я ф о р м у л и р о в к а . В г л . 4 и 5 используется чисто алгебраический 
подход. В г л . 4 обсуждаются некоторые элементарные диофаптовы 
з а д а ч и . В г л . 5 и з л а г а е т с я целочисленное программирование и к р а т к о 
о б с у ж д а ю т с я некоторые полезные алгоритмы. 

Д л я того чтобы можпо было перейти к обсуждению и использо­
ванию этих идей, н у ж н о дать некоторые определения , по так . чтобы 
и з л о ж е н и е не стало скучным, так к а к большинство определений 
можно н а й т и в стандартных ш и р о к о распространенных учебниках . 
Конечно , н а ш а цель состоит в том, чтобы разработать методы отыска­
н и я максимумов п минимумов на дискретных множествах , где к л а с ­
сические методы а н а л и з а обычно пе могут быть использованы. Н е к о ­
торые задачи даются в геометрической постановке , другие — в алгеб­
раической . Б ы л о бы ж е л а т е л ь н о р а з р а б о т а т ь стандартный подход, 
по в настоящее в р е м я это трудно сделать , потому что п р и алгебраи­
ческом подходе часто и с к а ж а е т с я естественная постановка задачи . 

Н а п р о т я ж е н и и всей кпнгп символ [х] означает наибольшее целое 
ч и с л о , которое не превосходит х. П р и р а з л и ч е н и и случаев использо ­
в а н и я этого символа и простых к в а д р а т н ы х скобок не должно возни­
к а т ь и п к а к п х затруднений . 

1.2. Элементарные определения и полезные теоремы 

Порядок 

Отношение я в л я е т с я первичным понятием, которое у к а з ы в а е т 
на соответствие между элементами множеств . 

Б и н а р н о е отношение R во множестве Е люжно рассматривать к а к 
множество упорядоченных п а р . Рассмотрим упорядоченную п а р у 
(х, у ) , в которой X занимает первзчо п о з и ц и ю , ач/ — вторую позицию. 
(Этим определяется упорядочение в паре х, Говорят , что эле­
мент у соответствует элементу х п р и отношении R. Т а к и м образом, 
з аписываем yRx. Т а к к а к множество всех зшорядочениых пар обра­
зует декартово множество Е X Е, то отношение , определенное иа Е, 
я в л я е т с я подмножеством Е X Е. Множество первых элементов упо­
рядоченных п а р , определенных отношением R, на зывается областью 
определения, а мпожество вторых элементов называется множеством 
принимаемых значений, и л и множеством образов. Оба эти множества 
я в л я ю т с я подмножествами множества Е, па котором определено R. 

Т а к же к а к и отношение, можпо определить функцию к а к соот­
ветствие м е ж д у д в у м я множествами, между множествами точек 
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определения и принимаемых значений , т ак что к а ж д о й точке из 
множества определения соответствует одна точка множества при­
нимаемых значений. 

В а ж н ы м классом б и н а р н ы х отношений я в л я ю т с я отношения 
эквивалентности . 

Определение. Отношение эквивалентности на множестве Е опре­
деляется следующими свойствами: 

1. xRx д л я любого X Ç Е (рефлексивность) . 
2. Е с л и xRij, то ijRx д л я любых х, у Ç Е (симметричность) . 
3. Е с л и xRy, a ijRz, то xRz д л я любых х, у , s Ç Е ( транзитив­

ность) . 

П р и м е р а м и отношения эквивалентности я в л я ю т с я конгруэнтность 
и равенство . 

Определение. Множество называется частично упорядоченным, 
если на множестве Е задано отношение на элементах Е, такое , что 
д л я X, у, z 6 Е: 

1. X ^ X (рефлексивность) . 
2. Из X ^ у , у ^ s следует х ^ z (транзитивность) . 
3. Из X у , у ^ X следует х = у (антисимметричность) . 

Определения частичного у п о р я д о ч е н и я и цепей будут использо ­
ваться п р и обсуждении л о к а л ь н ы х максимумов и минимумов . 

Определение. Г о в о р я т , что множество Е с отношением опре­
деленным м е ж д у некоторыми его элементами, образует частично 
упорядоченную систему. 

В о з м о ж н о , что д л я некоторой п а р ы элементов х, у ни х ^ у , 
ни у <і X. 

Определение. Множество Е на зывается совершенно упорядочен­
ным, просто з 'порядоченным и л и упорядоченным, если, кроме того, 
имеет место следующее: 

4. Д л я к а ж д о й п а р ы элементов х, у £ Е и л и х у , и л и у ^ х. 

Часто совершенно упорядоченное подмножество частично у п о р я ­
доченного множества н а з ы в а е т с я цепью, если свойство 4 выпол­
н я е т с я д л я любых двух элементов подмножества . Цепь называется 
м а к с и м а л ь н о й (или связной) , если она имеет вид хп < х1 < . . . < хп, 
где Xj следует за (или покрывает) п р и всех і. 

Определение. Упорядоченное множество Е на зывается вполне 
упорядоченным, если к а ж д о е непустое подмножество содержит 
наименьший элемент. 

П о л о ж и т е л ь н ы е числа образуют вполне упорядоченное множе­
ство, а действительные йет. 

Замечание. Заметим, что хорошо известный п р и н ц и п математи­
ческой и н д у к ц и и применим только к вполне упорядоченным м н о ж е ­
ствам. Е с л и такое упорядочение интерпретируется соответствующим 
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образом, то о к а з ы в а е т с я возможным применение принципа индукции 
для вполне упорядоченных множеств . Об и н д у к ц и и на частично 
упорядоченных множествах мало что известно . 

Определение . Е с л и Е — множество действительных чисел , то 
верхней г р а н и ц е й Е я в л я е т с я число у, такое , что д л я к а ж д о г о х 
нз Е X ^ у. Точной верхней г р а н и ц е й Е на зывается в е р х н я я г р а н и ­
ца , к о т о р а я не превосходит любую д р у г у ю верхнюю г р а н и ц у . 

Целые числа представляют собой пример множества , которое 
не имеет верхней г р а н и ц ы . Множество может иметь только одну 
точную верхнюю г р а н и ц у , потому что если ух и у2 — две такие 
г р а н и ц ы , то ух у21 у2 ух и, следовательно , ух = г/2. 

Определение . Максимумом множества Е действительных чисел 
я в л я е т с я элемент Е, который в то же время я в л я е т с я верхней г р а ­
ницей Е. М а к с и м у м Е, если он существует , я в л я е т с я единственным 
и с л у ж и т точной верхней г р а н и ц е й Е. 

Определение . Целочисленной решеткой называется частично упо­
р я д о ч е н н а я система, в которой к а ж д ы е два элемента .г, у имеют 
точную н и ж н ю ю г р а н и ц у и точную верхнюю г р а н и ц у . 

Совокупность S подмножеств множества Е я в л я е т с я совокупно­
стью конечного х а р а к т е р а , если д л я каждого подмножества е пз Е 
е Ç S тогда и только тогда, когда ех Ç S, где ех — любое конечное 
подмножество е. 

П р и н ц и п максимума . Совокупность подмножеств S множества Е 
конечного х а р а к т е р а имеет м а к с и м а л ь н ы й ч л е н при частичном у п о р я ­
дочении S путем в к л ю ч е н и я множеств . 

Многие задачи оптимизации решаются в точках целочисленной 
решетки Еп, т. е. в точках , все координаты которых — целые числа . 
Цель состоит в том, чтобы найти точку целочисленной решетки Еп, 
к о т о р а я дает максимум и л и минимум д а н н о й функции , при наличии 
дополнительных ограничений в виде равенств или неравенств , т а к ж е 
определенных в точках целочисленной решетки . 

Е с л и п о л о ж и т ь , что max (хх, . . ., .?•„) означает максимум множе­
ства действительных чисел {хх, . . . , # „ } , а | х | представляет абсолют­
ную величину , определенную соотношением 

то можно (хотя и сложно) в ы р а з и т ь максимум множества действи­
тельных чисел в з а м к н у т о й форме. Действительно , не только макси­
мумы и минимумы, но т а к ж е и промежуточные величины могут 
быть представлены в з а м к н у т о й форме. 

Границы, максимумы н супремумы 

X, если X ^ О, 

—X, если X < О, 
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Теорема 1.1. max (а\ у) = Ѵ 2 ( | х — у | -|- х + у). 
Доказательство. Е с л и х ^ у. то х — | / ^ 0 п | а; — у \ = .г — г/, 

откуда следует искомый результат , так к а к х я в л я е т с я максимумом. 
Е с л и X ^ у, то у я в л я е т с я максимумом; п о с к о л ь к у х — у ^ О, 
получаем | х — у \ = —х -f- у, и п р а в а я часть равна у. 

Теорема 1.2. max (х, у, z) = Ѵ 4 ( | 2г — | х — у | — х — г/ | + 
+ 2г + I X - у I + X + у). 

Доказательство, птах (.г, у, г) = max [z, max (a-, г/)], и, п р и м е н я я 
п р е д ы д у щ и й р е з у л ь т а т , получаем 

max (а, у, z) = - 1 ( | z - 1 « - » • + « + ? | + я + 1 *-» і + « + у ) , 
откуда следует искомый результат . 

У п р а ж н е н и е 1 .1 . Получите соответствующие в ы р а ж е н и я д л я 
минимумов. 

У п р а ж н е н и е 1.2. П о к а ж и т е , что справедливо равенство 
max (х1: . . ., хп) = max X {max [max (. . . , а:,,^)] хп) и запишите 
в ы р а ж е н и е д л я max (хг, х2, х3, х,к). П о к а ж и т е , что min (хг, . . ., хп) = 
= —max (—хг, . . ., —хп). 

Пусть i n t (х, у, z) означает второе по величине число из трех 
чисел; получаем [16] следующую теорему: 

Теорема 1.3. int (х, у, z) = Ѵ 4 (2х + 2у +11 х — у | — х — у + 
+ 2 z \ - \ \ x - y \ + x + y-2z\). 

Доказательство. 
i n t (z, z/, z) = —[max (а:, г/, z) -f- m i n (а:, г/, z) — je — г/ — z] = 

= [z + y + z — max (x, г/, z) — m i n (x, y, z)] = 
= [x + z/ + z — max (x, y, z) -|- max (—x, —y, —z)], 

откуда следует результат . 
Е с л и обозначить через ІІ/£ (х1г . . ., а:,,) А:-е по величине число 

из п чисел (хѵ . . ., х„), то, например , M1

3 (хг, х2, х3) = i n t (а^, а:,, х3). 

Теорема 1.4. / 7ри х г =̂ = х_,-, г, 7 = 1, . . ., п, 2 k п — 1, 

Ml ( х ь ...,х„) = М\ [Мп-і (ал, • • •, Яп-і), 

Доказательство. 

Мп-\ ( # Ь • • - I ж п - і ) і # n ] -

M Î Î _ i , если Л / " £ _ 1 > ж п , 

Л//* = i , если Мп-\ < Хп, 

х„ , если Мп-\ > ж„ > ik / t_ j 
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Можно без труда доказать эти неравенства относительно х п . 
Получаем 

{ М ' г - 1 , е С Л И MnZ\>Mn-i>Xn, 

MnZ\, если х п > Мк

п--\ > M*.!, 

х п , если Мп~- [ > х п > Мп-1 • 

Т а к и м образом, делаем вывод, что 

м \ \ = м \ { м ^ и м п і \ , х п ) . 

Применение. К а к и м и д о л ж н ы быть размеры ковров , которые 
можно у л о ж и т ь на к в а д р а т н ы й пол ? Д р у г и м и словами, к а к и е усло­
вия , наложенные на в е л и ч и н ы сторон п р я м о у г о л ь н и к а а и Ь, г а р а н ­
тируют, что его можно поместить внутри единичного к в а д р а т а ? 

Решение [20а]. Ковер может быть у л о ж е н внутри к в а д р а т а , 
еслн ш а х (а, Ь) 1. Е с л и max (а, Ь) > 1 н ковер можно р а з л о ж и т ь , 
то его можно р а з л о ж и т ь и в п о л о ж е н и и , симметричном относительно 
д и а г о н а л и к в а д р а т а , причем должно в ы п о л н я т ь с я соотношение 
а - г Ъ ̂  У"2. Эти два у с л о в и я можно объединить: 

m i n [ ш а х (а, Ъ), 4 ^ - ] < 1 , 

пли , п с п о л ь з у я в ы р а ж е н и я 

max (я, у) 

и 

m i n (х, у) 

получаем 
(1 + У2)(а + Ъ) + \а-Ь\ 

Примеры, иллюстрирующие использование границ 

Часто встречаются задачи , в формулировке которых и с п о л ь з у ю т с я 
такие в ы р а ж е н и я , к а к «самое большее», «не более чем», « в е р х н я я 
граница» , «ограниченный сверху», «точная в е р х н я я граница» , «не 
менее чем», «по меньшей мере», и т. д. 

Верхние и н и ж н и е г р а н и ц ы полезны при оценивании числа реше­
ний у р а в н е н и й и неравенств и п р и получеппи информации о пре­
дельных з н а ч е н и я х , принимаемых функцией . В в и д у отсутствия 
формальных методов р е ш е н и я с л о ж н ы х задач оптимизации может 
возникнуть необходимость в проверке р а з л и ч н ы х значений д л я 
о т ы с к а н и я оптимума. В е р х н я я г р а н и ц а числа возможных решений 
помогает оценить работу , необходимую д л я о т ы с к а н и я оптимума. 

2 

= д + у—|д—У I 
2 ' 

- I ( 1 - 1 / 2 ) (о + Ь) + | в - Ь | | < : 4 . 
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Полезно пметь оценку п о р я д к а величины числа точек, составляю­
щих множество ограничений . Классической иллюстрацией анализа 
такого типа я в л я е т с я следующий простой прпмер . 

Т р е б у е т с я найти число целочисленных решений 16] .г2 + г/2 ^ тг, 
где п — данное целое число . Эту оценку легко вычислить при малых 
з н а ч е н и я х п. Действительно , сначала можно перечислить все реше­
н и я . Существует одно решение при п = 0, п я т ь п р п 71 = 1, девять 
при 7?. = 2 и т. д. (их легко перечислить) . 

Т о ч к и с целочисленными координатами распределены на плоско­
сти равномерно . Е д и н и ч н ы й к в а д р а т соответствует в точности одной 
т а к о й точке. П л о щ а д ь к р у г а приблизительно равна числу единичных 
к в а д р а т о в , которые он содержит , и, следовательно , числу решений 
неравенства , потому что они л е ж а т в вершинах квадратов . 

Теорема 1.5. Число целочисленных решений А' неравенства 

я 2 + У2 < п, 
где п — целое число, приближенно вычисляется по формуле N А ; пл 
с ошибкой I N — яп I < 2 я ("1̂ 271 + 1). 

Доказательство. Рассмотрим все точки декартовой плоскости 
с целочисленными координатами . Эти точки р а с п о л а г а ю т с я в верши­
нах единичных к в а д р а т о в . Поставим в соответствие к а ж д о м у единич­
ному к в а д р а т у п р а в у ю верхнюю в е р ш и н у . Пусть Sn — площадь 
соответствующих к в а д р а т о в , С\ и С\ — две о к р у ж н о с т и , концентри­
ческие с Сп, имеющие радиусы Уп — У 2 и У п -|- У2 соответственно. 
П л о щ а д ь Sn полностью з а к л ю ч е н а в С"п и содержит С\. Т а к к а к 
площадь Sn р авна N, получаем 

я (Уп — y2f < N < я (Vn + "J/2)2. 
Это дает 

Nttiin и |УѴ — Я 7 г | < 2п(У2іі + і), 

что и завершает доказательство . 

Упражнение 1.3. П о к а ж и т е при помощи геометрических сообра­
ж е н и й , аналогичных и з л о ж е н н ы м выше, что число целочисленных 
решений неравенства 

£ 2 + У3 + s2 ^ 71 

приблизительно равно І/Зюі3^2. 

Приведем теперь второй пример , и л л ю с т р и р у ю щ и й использова­
ние г р а н и ц . 

Теорема 1.6. Достаточным условием- того, что по меньшей мере 
два ящика содержат, одинаковое число объектов среди В ящиков, 
в которых содержится всего N объектов, является [7] 



22 Глава. 1 

Доказательство. Е с л и никакие два я щ и к а не содержат одинако­
вого числа объектов , то полное число объектов Д г равно по мень­
шей мере 

О + 1 + 2 + . . . + {Б — 1) = 1 3 { В ~ [ ) 

Т а к и м образом, д л я того чтобы хотя бы два я щ и к а содержали одина­
ковое количество объектов , достаточно, чтобы имело место нера ­
венство 

Определение. Ч и с л о м Фибоначчи 1 ) Fn я в л я е т с я наибольшее целое 
число, ближайшее к 

[(1 +1/5)/2]» 
У З 

Теорема 1.7. Количество чисел Фибоначчи, не превосходящих данное 
положительное число Аг, равно наибольшему целому числу, меньшему 
чем [3] 

1о 8 [(ЛГ+1/2)_Ѵ5] 1 

log[(l + V5)/2] 

Доказательство. Соотношение F„ гС N выполняется тогда и т о л ь ­
ко тогда, когда 

[(l + l / 5 ) /2 ]» 1 
у ь — • < Л т Т , 

т. е. тогда и только тогда, когда 

п < log [(ІѴ-Ы/2) У1\ 
log[(l + VB)/2] 

Т а к к а к F-y = F2 = \, получаем искомый результат . 
Следующие две теоремы дают еще два примера и с п о л ь з о в а н и я 

г р а н и ц . 
71 

Теорема 1.8. Величина 2 г і а і принимает по меньшей мере 
7=1 

С ^ + 1 - j - 1 различных значений, где 0 << а1 < я« < • • • < ап и е, = 
= ± 1 . 

71 

Доказательство [20]. Наименьшее значение равно С = У] ( — a t ) . 
7=1 

О т п р а в л я я с ь от него, строим все другие возможные значения . Т а к и м 

1 )Чаще числа Фибоначчи Fn определяют из рекуррентного соотношения, 
приведенного на стр. 41. Числа Фибоначчи имеют ряд очень интересных свойств 
и находят различные приложения в комбинаторике и других разделах мате­
матики. Подробнее см. [29*].— Прим. ред. 
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образом, 

С <С + 2а1<С + 2а2< . . . <С + 2ап<С + 2ап + 

+ 2а, < . . . < С + 2а„ + 2а„^ < С + 2а„ + 2ап_, + 

2а, < . . . < C + 2 ( S «/) = S 
7 = 1 7 = 1 

Следовательно , число р а з л и ч н ы х значений суммы не менее чем 

« (п +1) 
+ п + ( к - 1) + (п — 2) + . . . + 2 + 1 = 1-

Упражнение 1.4. Д о к а ж и т е предыдущий результат по и н д у к ц и и . 
h~i h-l 

(Начните с S = У] я,- ^ У] г^аі и предположите , что п о с л е д н я я 
і = 1 1=1 

сумма имеет (С% + 1) р а з л и ч н ы х величии . Рассмотрите различные 
значения ah + S, «;, + 5 — «j t _n ah + 5 — a/,_2, • • •> я s + S—a1. 
Т а к и м образом, существует не менее чем А: + С% + 1 = Ся+і + 1 
р а з л ич пых величин.) 

п 
Теорема 1.9. Если 2 аі = Л , «г —неотрицательные целые 

г = 1 
числа, то 

7 1 - 1 
X I . А*-
2j я ' а ' + і 

і = 1 

Доказательство [19]. Е с л и а й =^max ( а І 5 . . ., а„) , то 

п - 1 Л-і 

і = 1 і = 1 

11—1 n—1 

+ 2 а < ' а г + і <
 ah 2 а '+ а , г 2 а ' + і = 

і = / і г = 1 i=k 
A0- (A \2 ^ £2 

Т 
(Л — а ; 1 ) = — I ^ щЛ <-

Равенство имеет место тогда и только тогда, когда ah — А/2. 
Обратимся теперь к изучению максимумов и минимумов функ­

ций , которые отображают множества в Е„ на п р я м у ю Ех. Иногда 
эти множества состоят из точек целочисленной решетки , которые 
можно отобразить на множество целых чисел в Ех. Во в с я к о м слу­
чае , существование ограничений означает , что ф у н к ц и я определена 
на подмножестве , а не на всем пространстве . 
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1.3. Максимумы п минимумы функций, определенных 
па и-мерном евклидовом пространстве Еп 

Непрерывный случай 

Пусть / (х1, . . ., хп) — д в а ж д ы дифференцируемая ф у н к ц и я 
с непрерывными вторыми производными, к о т о р а я отображает 
область D евклидова пространства Еп [пространство (хх, . . ., хп) 
наборов из п действительных чисел хи і = 1, . . ., п, с метрикой 

71 

( S £ i ) 1 / 2 ] в множество действительных чисел . П у с т ь fx. (х) 

и fx.x. (х), і, / = 1, . . ., п, означают первые и вторые частные 
производные / . у 

Определение. Т о ч к а х° = (x"L, . . ., х°п) £ D я в л я е т с я точкой абсо­
лютного максимума / , если / (х) ^ / (а-0) п р и всех х £ D, х = (xlt . . . 
. . ., хп). 

Определение. Т о ч к а х° = . . ., х°п) Ç D я в л я е т с я точкой 
относительного или л о к а л ь н о г о максимума / , если существует е > О, 
такое , что / имеет абсолютный максимум в х° д л я всех x£D, которые 
удовлетворяют условию 

\хі—х\\<.&, і = 1, 

Аналогпчио можно определить абсолютный п л о к а л ь н ы й мини­
мум [для которого в ы п о л н я е т с я условие / (х) ^ / (х0)}. 

Упражнение 1.5. Д о к а ж и т е , что максимум / (х) достигается 
в той ж е точке , что и минимум ф у н к ц и и —/ (х). 

Определение. Значение ф у н к ц и и в точке максимума или в точке 
минимума н а з ы в а е т с я экстремальным значением,, и л и экстремумом. 
В некоторых работах это значение н а з ы в а е т с я оптимумом (например , 
минимальное значение ф у н к ц и и стоимости илн максимальное значе­
ние ф у н к ц и и выпуска п р о д у к ц и и ) . 

Определение. Т о ч к а х° Ç D я в л я е т с я точкой экстремума / , если 
в этой точке достигается максимум и л и минимум (абсолютный п л и 
относительный) . 

Определение. Т о ч к а в которой имеет место равенство 
/ж. = О, і — 1, . . ., п, я в л я е т с я критической , или стационар­
ной, точкой / . 

Часто п р и исследовании экстремальных точек н экстремальных 
значений требуется а н а л и з критических точек. 

Определение. Ф у н к ц и я / (хг, . . ., хп\ у1Л . . ., ут) имеет седло-
вую точку в (х°, у0) == (хЧ, . . ., х°п; у\, . . ., уй

т) тогда и только 
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тогда, когда 
f(x, if) ^f(x°, if) ^f(x°, у). 

Смотри фиг. 1.1. 
Определение. Я к о б и а н о м системы функций (.г-1; . . ., х„), і = 

= 1, . . ., п, на зывается определитель матрицы {dfi/dxj}, составлен­
ной из частных производных первого п о р я д к а . 

Определение. Гессианом функции / (х) на зывается матрица 
{fxtxj (я)} ' составленная из частных производных второго п о р я д к а . 

Ф n r . 1.1. Гиперболический параболоид 
z = х- — у 3 . В малой окрестности точ­
ки (0, 0), которая является седловой 
точкой, имеются точки, в которых зпа-
чеппе функции z больше, чем в точке 
(0, 0), и точки, в которых ее значение ~ 
меньше, чем в точке (0, 0). Таким обра­
зом, пачало координат не является нп 
максимумом, нп минимумом, а седло-

вой точкой. 

Эти п о н я т и я понадобятся в дальнейшем, например , д л я того, 
чтобы определить понятие выпуклости , которое помогает оптимизи­
ровать некоторые дискретные ф у н к ц и и путем в л о ж е н и я . 

Замечание. Е с л и / (х) имеет максимум в точке х = (xL, . . ., хп), 
то max X l max X 2 . . . гаахХп / (х) — т а х Ж 1 , . . ., ,Xnf (х). Это соот­
ношение справедливо при любой перестановке максимумов в левой 
части . Д о к а ж е м это в случае двух переменных. П о л у ч а е м 

f(x, г / ) < т а х / ( а : , у). 
X, у 

откуда следует 
max max f (х, і / ) < т а х / ( і , у). 

X у X, у 

Чтобы дока з а т ь противоположное неравенство , заметим, что 

/ (х, у) < max / (ж, у) = f [х, if (х)] = g (х), 
у 

max / (х, у) •< max g (х) = max g (х) — max max / {x, у), 
X, y x, y X X V 

так к а к g (х) не зависит от у. Д о к а з а т е л ь с т в о общего с л у ч а я предо­
с т а в л я е т с я читателям в качестве у п р а ж н е н и я . Последующее пред-
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с т а в л я е т собой небольшое отступление с целью р а с п р о с т р а н е н и я 
некоторых нз этігх идей на вариационное исчисление . 

Определение. Функционалом н а з ы в а е т с я отображение , которое 
•ставит в соответствие к а ж д о м у элементу абстрактного пространства 
действительное число . 

Обычная ф у н к ц и я , п р и н и м а ю щ а я действительные з нач ени я , тоже 
я в л я е т с я примером ф у н к ц и о н а л а . Определенный интеграл Р и м а н а , 
который ставит в соответствие интегрируемой ф у н к ц и и (например , 
непрерывной функции) действительное число , представляет собой 
другой пример функционала . 

Определение. Относительным экстремумом (максимумом или 
минимумом) ф у н к ц и о н а л а называется наименьшее значение функ­
ц и о н а л а среди значений , полученных по к р и в ы м в данной окрестно­
сти. Е с л и экстремум достигается на к р и в о й у0 (х) среди всех к р и в ы х , 
д л я которых I у (х) — у0 (.г) I мало (близость пулевого п о р я д к а ) , 
то он называется сильным. Е с л и имеет место близость первого п о р я д ­
ка , т. е. если | у (х) — у0 (х) | и | у' (х) — у'0 (х) \ малы, то экстре­
м у м называется слабым. Т а к и м образом, с и л ь н ы й экстремум 
одновременно я в л я е т с я слабым, но обратное неверно . 

В качестве примера у ж е прігводплась последовательность {1 —1//г}, 
где п пробегает все положительные целые значения . Мы г о в о р и л и , 
что она не имеет максимума . Однако можно ввести понятие , которое 
в некоторых с л у ч а я х может заменить понятие максимума . 

Определение. Е с л и / — п р и н и м а ю щ а я действительные значения 
ф у н к ц и я , определенная на множестве Е (которое может быть дискрет­
ным), то supjîgE / (х) означает точную верхнюю г р а н и ц у (или супре­
мум) множества F всех значений / (х), т. е. множества F всех чисел у, 
т а к и х , что у = f (х) д л я некоторого xÇE. Аналогично inîX£E / (х) 
означает точную н и ж н ю ю г р а н и ц у (пли нифинум) множества F всех 
з н а ч е н и й / (х). (Заметим, что sup n {1 — Un) = 1.) 

Л е г к о видеть , что если у к а з а н н ы е г р а н и ц ы существуют, то 

sup [ — f(x)] = — in f f{x) 
x£E x£E 

И 
in f [ — / (ж)] = — sup f{x). 
x£E x£E 

Н и ж е часто будет встречаться с л у ч а й , когда D я в л я е т с я под-
мпожеством точек целочисленной р е ш е т к и в Еп. 

Определение. Т о ч к а х Ç D cz Еп, х = (хх, . . ., .т„), называется 
т о ч к о й целочисленной решетки , если xj — ц е л о е ч и с л о , ; = 1 , 
Совокупность точек целочисленной решетки называется единичной 
решеткой в Е„. 
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Замечание. Б ы в а ю т т а к ж е с л у ч а и , когда область D, на которой 
о п р е д е л е н а ф у н к ц и я / , может состоять из точек, у которых л и ш ь 
некоторые координаты — целые числа . Иногда / принимает только 
целые з н а ч е н и я и л и д а ж е только положительные целые з н а ч е н и я . 
Область D обычно определяется п р и помощи системы ограничений , 
которые а н а л и т и ч е с к и задаются в виде у р а в н е н и й и неравенств 
типа gi (х) 0, і — 1, . . ., т. Эта область представляет собой 
объединение двух множеств (внутренние точки п граничные точки) . 
Г р а н и ц а D представляет собой поверхность , определенную у р а в н е ­
н и я м и gi (х) = 0, і — 1, . . ., т. К а ж д о е ограничивающее неравен­
ство может быть сведено к уравнению путем введения неотрица­
т е л ь н о й «вспомогательной» переменной. П о л у ч е н н а я в результате 
система определяет новую область в Е п + т . Н а п р и м е р , ограничение 
.г + у ^ 0 в Е„ путем введения вспомогательной переменной s ^ О 
п р е в р а щ а е т с я в х + у + z = 0 в верхнем полупространстве Ея. 

Специальные функции 

Введем теперь п о н я т и я монотонности и выпуклости, которые 
иногда и с п о л ь з у ю т с я при рассмотрении в ы р а ж е н и й , которые надо 
о п т и м и з и р о в а т ь , и ограничений , задающих их область определения . 

Определение. Ф у н к ц и я / (х) от одной переменной х на зывается 
монотонно возрастающей (убывающей) , если / (хг) < ( ^ ) / (а-2) п р и 
хг < ;с 2 . Она строго возрастает , если 
имеет место строгое неравенство 
(фиг. 1.2). 

Это определение можно распростра ­
нить па ф у н к ц и и от н е с к о л ь к и х пере­
менных , т р е б у я монотонности по к а ж ­
дой переменной. Д л я монотонной всюду 
дифференцируемой ф у н к ц и и df(x)/dx > 
> 0, е с ли она в о з р а с т а ю щ а я , и 
df(x)/dx < 0, если она у б ы в а ю щ а я . хл xz я 

Замечание. Е с л и / (х) — дифферен- ф ^ 2 

ц и р у е м а я ф у н к ц и я , то стационарные 
т о ч к и / (х) (точки, в которых п е р в а я 
п р о и з в о д н а я обращается в н у л ь ) , в которых / (х) не равна нулю, 
совпадают со стационарными точками l o g / (х). Это верно потому, 
что dldx log / (х) — /' (x)lf (х) и последнее в ы р а ж е н и е равно н у л ю , 
е с л и / ' (х) равно н у л ю п р и условии , что / (х) не обращается в н у л ь 
в этой точке X. 

Упражнение 1.6. Пусть аь bh і = 1, . . ., п, — положительные 
ч и с л а . П о к а ж и т е , что 

и 
/ (х) = [ I [хаі + (1 - X) bi], X 6 [0, 1 ] , 

і = 1 
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достигает максимума пли при х 
тогда, когда 

п 

О и л и п р и X = 1 тогда и т о л ь к о 

( 2 ^ ) ( 2 ^ ) > ° -
і = і і = 1 

У к а з а н и е . Рассмотрите функцию log- / (.г) и н а л о ж и т е на нее 
условие монотонности, т. е. пли / ' (x)/f (х) Г> 0, или / ' (x)lj (х) < 0. 
Обе граничные точки д о л ж н ы у д о в л е т в о р я т ь этому у с л о в и ю , к а к о е 
бы пз двух последних соотношений пи имело место; поэтому под­
ставляем І = 0 П І = 1 в к а ж д о м случае . В обоих с л у ч а я х п о л у ­
чается записанное выше условие . 

Определение . Ф у н к ц и я / (хѵ . . ., х„) на зывается в ы п у к л о й , если 

/ [ Ѳ.т + (1 - Ѳ) у] < Ѳ/ (х) + (1 - Ѳ) / (у), 

где 0 < Ѳ < 1, X = {хЛ, . . ., хп), у = (у1} . . ., у„). Ф у н к ц и я я в ­
л я е т с я вогнутой, если в определении в ы п у к л о й ф у н к ц и и знак < ; 

заменен на з н а к В ы п у к л о с т ь 
n вогнутость н а з ы в а ю т с я строгими , 
если имеет место строгое неравен­
ство. (На фиг. 1.3 приведен п р и м е р 
в ы п у к л о й ф у н к ц и и в Ег с Ѳ = 1 / 2 . ) 

Ф п г. 1.3. 

В ы п у к л о с т ь п вогнутость диффе­
ренцируемой ф у н к ц и и можно прове­
рить п р и помощи определителей 
г л а в н ы х миноров гессиана функ­
ции / . Они д о л ж н ы быть неотри­
ц а т е л ь н ы м и д л я в ы п у к л ы х ф у н к ц и й 
и неположительными д л я вогнутых 

ф у н к ц и й . В случае ф у н к ц и и от одной переменной / (я) получаем: 
условие в ы п у к л о с т и d?jldx- У> 0 и условие вогнутости d"f/dx2 < 0. 
Д л я ф у н к ц и и от двух переменных / (х, у) получаем у с л о в и я в ы п у к ­
лости 

fxx>0, f , J V > 0 и f x x f m - f l u > 0 . 

Упражнение 1.7. Получите у с л о в и я , при которых / (х, у) будет 
вогнутой функцией . Заметьте , что (—/) должна быть в ы п у к л о й 
функцией . 

Упражнение 1.8. П о к а ж и т е , что ф у н к ц и я 

1 & = l ï ï o ^ е х р [ — 2 5 Г № + У*)] > 

к о т о р а я представляет собой плотность двумерного н о р м а л ь н о г о р а с ­
пределения , я в л я е т с я вогнутой функцией над к р у г о м х- -f- xß ^ а 2 . 

Определение. Множество Е па зывается выпуклым, если д л я всех 
X £ Е и у £ Е имеет место Qx + (1 — Ѳ) у Ç Е, где 0 < Ѳ < 1. 
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Т а к и м образом, если Е содержит две точки х и у, то оно содержит 
и весь отрезок п р я м о й , соединяющий их. Множество , изображенное 

6 

Ф п г. 1.4. 

на фиг. 1.4, а, я в л я е т с я в ы п у к л ы м , а множество на фиг. 1.4, б не 
я в л я е т с я в ы п у к л ы м , потому что часть сегмента, изображенного 
здесь , л е ж и т вне множества . 

Определение. В ы п у к л о й оболочкой множества Е на зывается наи­
меньшее в ы п у к л о е множество , содержащее Е. 

В ы п у к л а я оболочка области, имеющей форму звезды, получается 
путем соединения вершин звезды отрезками прямой . 

П р и и з у ч е н и я максимумов и минимумов на дискретных м н о ж е ­
ствах иногда полезно бывает в л о ж и т ь область определения в в ы п у к ­
лое множество , чтобы воспользоваться алгоритмами, р а з р а б о т а н н ы м и 
д л я этого с л у ч а я , и попытаться получить таким путем р е ш е н и я 
дискретной задачи . 

Л е г к о д о к а з а т ь , что если х = (х1, . . ., хп) и /,• (х), і = 1, . . . 
. . ., m,— в ы п у к л ы е (вогнутые) ф у н к ц и и на в ы п у к л о м множестве Е 
в ЕП7 то ф у н к ц и я 

m 

/ ( * ) = 2 M * ) 
i = i 

т а к ж е я в л я е т с я в ы п у к л о й (вогнутой) функцией на Е. Ч т о б ы дока­
з а т ь в ы п у к л о с т ь / , заметим, что если ха) = (ж*1', . . ., ж" ' ) , хѵ2) — 
= (х[2і, . . ., X™) п р и н а д л е ж а т Е и 0 < Ѳ < 1, то 

m 

/ [вх^ + (1 — Ѳ) z ( 2>] = S [Ѳж а > + (1 — Ѳ) . r ' 2 ' ] < 
i=i 

m 
< S [Ѳ/І {x™) + {l-Q)ft {**>)] = 

i = i 
m m 

= Ѳ S fi + (1 - Ѳ) S fi ( z ( 2 ) ) = Ѳ/ -h ( l - Ѳ ) / (n-<2>). 
i—i i=l 

Это полезны й р е з у л ь т а т . Е с л и дана ф у н к ц и я , к о т о р а я представляет 
собой сумму н е с к о л ь к и х членов , к а ж д ы й из которых я в л я е т с я 
в ы п у к л о й ф у н к ц и е й на некотором в ы п у к л о м множестве , то можно 
с д е л а т ь вывод, что эта ф у н к ц и я в ы п у к л а я . Е с л и требуется получить 
целочисленный минимум, то можно затем применить методы, которые 
будут обс уж д а т ь с я п о з ж е . 
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Упражнение 1.9. П о к а ж и т е , что соотношение вида g (хг, . 
. . ., х„) < 0, где g — в ы п у к л а я ф у н к ц и я , определяет в ы п у к л о е 
множество Е, т. е. если х{1) = (х^\ . . ., х^) Ç Е и а; ( 2 ) = (х[2'\ . . . 
. . ., X™) Ç Е, то т а к ж е Ѳа,-(1> + (1 — Ѳ) а;<2> Ç Е, 0 < Ѳ < 1. 

У п р а ж н е н и е 1.10. П о к а ж и т е , что пересечение в ы п у к л ы х м н о ж е с т в 
представляет собой в ы п у к л о е множество . Затем установите , ч т о 
если gi (хх, . . ., хп) ^ 0, і = 1, . . . . m, где все g( — в ы п у к л ы е 
функции , то они в совокупности определяют выпуклое множество . 

Замечание. П р и к а к и х у с л о в и я х ф у н к ц и я пмеет одни м и н и м у м ? 
Примером [206] у с л о в и я , которому д о л ж н а у д о в л е т в о р я т ь ф у н к ц и я , 
чтобы минимум был единственным, я в л я е т с я с т р о г а я к в а з и в ы п у к ­
лость ; т. е. если / (х) < / (а; 0), то / (Ѳх -(- (1 — Ѳ) а;0) < / (х°) д л я 
0 < Ѳ < 1. Т а к и м образом, в ы п у к л а я ф у н к ц и я обладает свойством, 
что к а ж д ы й л о к а л ь н ы й минимум я в л я е т с я глобальным м и н и м у м о м . 
Этот глобальный минимум я в л я е т с я единственным, если имеет место 
с т р о г а я выпуклость пли (более слабое условие) с т р о г а я к в а з п -
выпуклость . 

Дискретный случай 

Приведенные определения глобального максимума и минимума 
ф у н к ц и и f (xt, . . ., хп) с о х р а н я ю т с я , если xj, ] = 1, . . ., п, п р и ­
нимают только целые з н а ч е н и я . Однако л о к а л ь н ы е м а к с и м у м ы 
п минимумы требуется определять более тщательно . Н а п о м н и м , ч т о 
условие о б р а щ е н и я в н у л ь производной дифференцируемой ф у н к ц и и 
от одной переменной в точке максимума х получено из соотношений 

/ (х) - 1 (X + Ах) > 0, 

/ (х) — f (X — Ах) > 0, Ах > 0. 

Р а з д е л и в первое неравенство на Да;, затем у м н о ж и в на —1 и п е р е х о д я 
к пределу при Ах, с тремящемся к н у л ю , находим df/dx -< 0. Е с л и 
у м н о ж и т ь второе неравенство на — 1 , затем разделить на —Да.-
II перейти к пределу относительно — А х , то получится df/dx 0. 
К о м б и н и р у я эти два у с л о в и я , находим, что в точке м а к с и м у м а 
df/dx = 0. Е с л и X принимает дискретные з н а ч е н и я , то н е л ь з я п р и ­
давать Да; произвольно малые з н а ч е н и я . Е с л и х принимает только-
целочисленные з на ч е ния , то наименьшее значение , возможное д л я 
Ах, это Да; = ± 1 . Задача теперь состоит в том, чтобы посмотреть,, 
когда следует п о л ь з о в а т ь с я таким подходом. (На фиг. 1.5, а изо­
б р а ж е н а ф у н к ц и я , определенная в некоторых точках целочисленной 
решетки плоскости . У г л ы м а л е н ь к и х кубов на фиг. 1.5, б представ­
л я ю т собой точки целочисленной решетки Е3. Н а фиг. 1.6 п о к а з а н о , 
во что п р е в р а щ а е т с я непрерывная ф у н к ц и я , если р а с с м а т р и в а т ь 
только ее значения над точками целочисленной решетки. ) 



Ф п г. 1.6. От непрерывной функции останется несколько точек, если рас­
сматривать только ее значения в точках решетки. Ее максимумы и минимумы 

могут быть безвозвратно потеряны. 
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Локальные максимумы п минимумы па дискретных множествах 

Е с л и ф у н к ц и я определена па дискретном множестве п множество 
я в л я е т с я частично упорядоченным, то вообще бессмысленно говорить 
о л о к а л ь н о м максимуме и минимуме. Однако часто существуют 
неявные п р е д п о л о ж е н и я о природе рассматриваемой функции , кото­
рые делают осмысленным понятие л о к а л ь н о г о оптимума д а ж е д л я 
дискретного множества . Это имеет место, когда функцию можно рас ­
пространить иа большее недискретиое пространство , в которое 
вложено данное дискретное пространство , и класс всех расширений , 
с о х р а н я ю щ и х природу ф у н к ц и и , т а к о в , что любые два члена этого 
класса эквивалентны в следующем смысле: они имеют л о к а л ь н ы е 
минимумы п л о к а л ь н ы е максимумы в дискретном пространстве 
в одних и тех ж е местах . В этом з а к л ю ч а е т с я причина , по которой 
иногда применимы методы а н а л и з а , с помощью которых исследуется 
расширение ф у н к ц и и . Н и ж е приводится пример такого специального 
с л у ч а я . 

Предположим, что даиа ф у н к ц и я / (xlt . . ., а;,,), определеииая 
в точках решетки Еп, н предположим, что природа ф у н к ц и и / такова , 
что она р а з л а г а е т с я на монотонные компоненты. Т а к и м образом, 

/ (х1, . . ., хп) — S fi(Xi)- В этом случае применимо все то, что 
і = і 

говорилось о в л о ж е н и и и р а с ш и р е н и и (на все Еп), и можно восполь­
з о в а т ь с я методами а н а л и з а , после чего д л я п о л у ч е н и я искомого отве­
та надо взять б л и ж а й ш е е целочислепиое значение . 

Имеют лн смысл локальные оптнмумы в общем случае? 

Заметим, что в определении л о к а л ь н о г о максимума (или мини­
мума) в случае непрерывной ф у н к ц и и , определенной на Еп, предпола­
гается возможным выбор е > 0. В Еп мы имеем метрику и, следова­
тельно , можно говорить о выборе положительного 8. М е т р и к о й 
называется ф у н к ц и я с действительными значениями , о п р е д е л е н н а я 
д л я к а ж д о й пары элементов Еп. Б у д е м обозначать метрику через 
â (х, у); она удовлетворяет условию d (х, у) = 0 тогда и только 
тогда, когда х = у, d (х, у) = d (у, х), d (х, z) < d (х, у) + d (у, z). 
Метрика может не существовать на произвольном множестве , по 
понятие окрестности с о х р а н я е т с я . Н а множестве определена топо­
л о г и я , если существует система подмножеств (называемых откры­
тыми множествами, например открытые сферы в Еп), т а к а я , что 
конечные пересечения и произвольные объединения элементов систе­
мы, все пространство и пулевое множество п р и н а д л е ж а т этой системе. 
Д л я произвольного множества с топологией (называемого топологи­
ческим пространством) окрестностью точки н а з ы в а е т с я всякое множе­
ство, которое содержит открытое множество , включающее д а н н у ю 
точку . Б л и з о с т ь в том смысле, в каком она понимается в метриче­
ских пространствах , может не существовать . 
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Вернемся к м а к с и м и з а ц и и и минимизации . В общем случае 
если ф у н к ц и я определена на произвольном множестве Е, то немногое 
можно сделать д л я определения л о к а л ь н о г о оптимума / , если только 
д л я Е не задана н е к о т о р а я с т р у к т у р а , пспользз 'я которую можно 
определить топологию. Получить т а к у ю с т р у к т у р у можно д в у м я 
путями: вложением и частичным упорядочением. Н а п р и м е р , если 
множество точек представляет собой множество в Еп (т. е. оно в л о ж е ­
но в топологическое метрическое пространство Еп), то естественный 
путь определения ТОПОЛОГИИ иа Е (называемой естественной топо­
логией) состоит в том, чтобы использовать относительную топологию, 
индуцированную на Е стандартной топологией Еп. Открытыми множе­
ствами Е я в л я ю т с я все те множества , которые представляют собой 
пересечения Е с открытыми множествами (открытые сферы, опре­
деленные метрикой) топологии на Еп. (Если множество дискретное , 
то к а ж д а я точка будет открытой.) 

Т а к ж е можно п р е д п о л о ж и т ь , что существует частичное у п о р я д о ­
чение иа Е. Тогда можно ввести естественную топологию иа Е путем 
рассмотрения всех м а к с и м а л ь н ы х цепей. Предполоя-шм, что мы имеем 
упорядоченное множество , состоящее из бесконечной последова­
тельности ах < а 2 < . . . < ап < . . . < а. Т о п о л о г п я здесь я в л я е т ­
с я п о р я д к о в о й топологией, где окрестность а представляет собой 
множество всех точек х, т а к и х , что х ^ ап. Т а к и м образом, / имеет 
л о к а л ь н ы й максимум в точке а тогда и только тогда , когда суще­
ствует п, такое , что / (х) ^ / (ak) п р и всех к ^ п. Вопрос теперь 
з а к л ю ч а е т с я в том, к а к ввести топологию иа частично упорядоченном 
множестве . Естественно, ж е л а т е л ь н о было бы определить топологию 
т а к , чтобы окрестности д л я совершенно упорядоченных подмножеств 
были бы теми ж е , что и окрестности, только что данные д л я таких 
множеств . Это требование дает единственную топологию д л я любого 
данного частично упорядоченного множества . Е с л и формально изло­
ж и т ь то, что сейчас было с к а з а н о , то топология определяется сле­
дующим образом: если Р — частично упорядоченное множество 
и S — подмножество Р, то S будет открытым тогда и только тогда , 
когда пересечение S с к а ж д о й макспмалы-гой цепью в Р я в л я е т с я 
открытым в смысле порядковой топологии на цепи . 

И з л о ж е н н ы й в этом разделе метод я в л я е т с я п р я м о й противо­
положностью методу в л о ж е н и я в евклидово пространство , который 
о б с у ж д а л с я выше. П р и в л о ж е н и и подмножество получает свою 
естественную топологию' от всего пространства . Здесь в частично 
упорядоченном множестве топология вводится т а к и м образом, что 
совершенно упорядоченные подмножества с о х р а н я ю т свою есте­
ственную топологию. 

П р и определении топологии на цепи полезно ввести п о н я т и я 
предбазиса и базиса. Предбазисом называется совокупность откры­
тых множеств , каждое из которых состоит из всех элементов, которые 
я в л я ю т с я последующпмп пли предшествующими д л я данного эле­
мента; кроме того, вся цепь ц пустое множество я в л я ю т с я открытыми. 

3-01037 
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Б а з и с состоит из всех конечных пересечений элементов предбазиса . 
Это дает топологию, которую теперь можно нспользовать д л я 
определения л о к а л ь н о г о максимума ф у н к ц и и в обычном смысле, 
а именно с помощью ранее данного определения открытого мно­
жества . 

Д л я примера предположим, что ф у н к ц и я определена на конечном 
частично упорядоченном множестве точек Р = (а, Ь, с, d, е, / ) , в кото­
ром ц е п я м и я в л я ю т с я (а ^ b ^ с; d е\ / ) . Очевидно, что макси­
мальные цепи — это Рг = (а, Ъ, с), Р2 = (d, е), Р3 = (/). Е с л и S = 
= (а, с, d), то S П Рі = (а, с), S f| Р 2 = (d)- Чтобы увидеть , я в л я ю т ­
с я ли эти пересечения открытыми, заметим, что цепь (а, Ь, с) откры­
т а я и а — открытое множество , потому что это множество точек, 
предшествующих и последующих Ь. Объединение а [] с открытое , так 
к а к я и с открытые и, следовательно , 6" П — открытое множество . 
Аналогично подмножество Р2 — (d) открытое . Заметим, что если 
т о п о л о г и я определена на (/), то (/) должно быть открытым множе­
ством. 

В о з в р а щ а я с ь к топологии частично упорядоченного множества , 
заметим, что если порядок Р не может быть описан конечным числом 
п р е д л о ж е и п й , то определить естественную топологию на Р невоз­
можно , потому что д л я этого потребовалось бы более чем конечное 
число п р е д л о ж е н и й и невозможно было бы определить окрестности 
и л о к а л ь н ы е максимумы. 

Естественная топология на в с я к о м конечном частично упорядо­
ченном множестве предполагает , что к а ж д а я точка о т к р ы т а я и, сле­
довательно , каждое подмножество открытое . Т а к к а к л ю б а я точка , 
в которой определена ф у н к ц и я , о т к р ы т а я , то она я в л я е т с я своей 
окрестностью. Поэтому значение ф у н к ц и и в к а ж д о й точке я в л я е т с я 
л о к а л ь н ы м минимумом и л о к а л ь н ы м максимумом. Т а к и м образом, 
если ф у н к ц и я определена на дискретном множестве точек и неявно 
ие п р е д п о л а г а е т с я р а с п р о с т р а н я т ь ее, то говорить о л о к а л ь н ы х 
максимумах п минимумах п р а к т и ч е с к и бесполезно. Однако если 
подразумевается , что ф у н к ц и я будет распространена , н а п р и м е р , 
с точек координатной р е ш е т к и на все евклидово пространство , то 
определение л о к а л ь н ы х максимумов и минимумов может представ­
л я т ь п р а к т и ч е с к и й интерес . 

Во многих задачах возможно к а к распространение ф у н к ц и и 
с последующим использованием методов математического а н а л и з а , 
так и сужение области определения ф у н к ц и и до заданного частично 
упорядоченного множества (топология вводится , к а к и з л о ж е н о выше) . 
Д л я примера рассмотрим ф у н к ц и ю / (хх, . . ., х„) , определенную 
в точках р е ш е т к и Еп. Вместо того чтобы п р о д о л ж а т ь / на все про­
странство Еп, можно о г р а н и ч и т ь с я точками решетки и использовать 
и н д у ц и р о в а н н у ю п о р я д к о в у ю топологию; это приводит к следую­
щему методу. Д л я того чтобы имел место л о к а л ь н ы й максимум в точ­
ке xj п р и Xj = x°j (т. е. максимум относительно цепи из точек решетки 
на л и н и и xt = const, іфі), можно потребовать в ы п о л н е н и я соот-
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н о ш е н и я 

/ • • - , х°, . . ., xn)^-j (ХІ, . .., x°j + 1, . . . , хп), 7 = 1, . . ., п. 

В более общем случае , чтобы имел место л о к а л ь н ы й максимум в точ­
ке X = (х°, . . ., х°п), должно в ы п о л н я т ь с я более сильное требование: 

/ « . . . , 4 ) > / ( а ; 

где Ej = О, 1, — 1 , 7 = 1, . . ., п. 
Т а к и м образом, аргумент / в п р а в о й части в действительности 

принимает З п во зможных значений [из которых (а-? + 0, . . ., х°п-\-0) 

не я в л я е т с я новым] , и значение / в точке х должно превосходить 
з н а ч е н и я / во всех б л и ж а й ш и х соседних точках решетки . Аналогично 
можно дать определение л о к а л ь н о г о минимума . 

Приведенное выше условие л о к а л ь н о г о максимума легко выра­
зить д л я ф у н к ц и и одной переменной. Е с л и ввести оператор р а з н о ­
сти Д (аналогично производной) , который определяется соотноше­
н и я м и 

А/ (a:) =f(x + l) ~f(x), 

ДѴ (а;) = Д І _ 1 Д / (г) = А і _ 1 [/ (а; + 1) - / (а:)], 

то относительный, и л и л о к а л ь н ы й , максимум в точке х0 д о л ж е н 
удовлетворять следующим необходимым у с л о в и я м : 

/ Ы >f{x0- 1), т. е. А/ (а-о - 1) > О, 

• / Ы > / ( * о + 1), т . е . А / ( а - 0 ) ^ 0 . 

Эти два у с л о в и я дают необходимое условие максимума 

А/ (а-о) ^ Ö C A / h - 1). 

В аналогичном у с л о в и и д л я л о к а л ь н о г о минимума все неравенства 
изменены на обратные. 

Достаточное ус ловие абсолютного максимума в точке х0 з адается 
соотношением 

А 2 / (а-о) С 0. 

В случае абсолютного минимума неравенство направлено в обрат­
ную сторону. Достаточное условие абсолютного ыаксшгума в точке 
X = х0 состоит в том, что ф у н к ц и я / (х) д о л ж н а монотонно возра­
стать п р и X х0 [т. е. / (х) ^ / (х0), X ^ х0] и монотонно убывать 
при X ^ х0 [т. е. / (а:) > / (а-0), х ^ а:01. В качестве примера можно 
привести точки , и з о б р а ж а ю щ и е з н а ч е н и я вогнутой функции , опре­
деленной на целых ч и с л а х . 

Пример. Рассмотрим функцию нормального распределения 
(фиг. 1.7) 

f 7 г ) = l b * е х р [ - 1 5 5 - (»* 2 + ] 
3* 
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со средним в начале координат , определенную иа всем множестве 
точек решетки плоскости . Определим, имеет л и она хотя бы одну 

X 

Ф и г. 1.7. 

точку максимума . З а п и ш е м З 2 — 1 неравенств 

/ (т, п) ^ / (m - j - ех, п + е 2 ) . 

П р о л о г а р и ф м и р у е м обе частп . Т а к к а к логарифм — монотонно 
в о з р а с т а ю щ а я ф у н к ц и я , все неравенства с о х р а н я ю т с я . П о л у ч и м 
следующие соотношения: 

= 1, So = o, X > 1 
2 1 

ei = о, 8 2 = 1, У > 
1 

~ 2 î 

е х = - 1 , e2 = o, X <C 
1 

T ' 

= о, Б2 = - 1 , У < 
i 
2" ' 

= 1, •e2 = 1, X + У > - 1 , 

ei = — 1 , e2 = - 1 , X + У ^ 1, 

= 1, e2 = - 1 , X — У > - 1 , 

Si = - 1 , 8 2 = 1, y — X > — 1 . 

Первые четыре соотношения ограничивают значение (х, у) к в а д р а т о м 
с вершинами ( V 2 , Ѵ 2 ) , (Ѵ 2 , — Ѵ 2 ) , (—Ѵ 2 , V , ) и (—Ѵ 2 , — Ѵ 2 ) . Точ­
к а (0, 0) —• единственная точка решетки , к о т о р а я л е ж и т в этом 
к в а д р а т е и в которой , следовательно , достигается л о к а л ь н ы й макси­
мум. В этом случае последние четыре соотношения я в л я ю т с я избы­
точными. В общем случае из них можно получить полезную информа­
ц и ю , особенно если они нелинейны по х и у. 
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Упражнение 1.11. В последнем примере д о к а ж и т е , что (0, 0) — 
г л о б а л ь н ы й максимум. 

Упражнение 1.12. П о к а ж и т е , что эллиптический параболоид 
(фиг. 1.8) 

Ф и г . 1.8. Ф и г . 1.9. Ф и г . 1.10. 

Упражнение 1.13. П о к а ж и т е , что эллипсоид (фиг. 1.9) 

имеет одну точку максимума и одну точку минимума в точках решет­
к и . Они н а х о д я т с я в начале координат . 

Упражнение 1.14. П о к а ж и т е , что гиперболический параболоид 
(фиг. 1.10) 

ап-

не имеет ни максимумов , ни минимумов в точках решетки плоскости . 

1.4. Классификация алгебраических задач 

Выбор метода о п т и м и з а ц и и зависит от того , к а к а я и н ф о р м а ц и я 
об оптимизируемой ф у н к ц и и имеется в р а с п о р я ж е н и и . Методы 
оптимизации можно к л а с с и ф и ц и р о в а т ь следующим образом: 

I . Случай ф у н к ц и и от одной п л и н е с к о л ь к и х переменных, на 
к о т о р у ю не н а л о ж е н ы ограничения . 

А. Ф у н к ц и я ие задана в з а м к н у т о й форме. 
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1. Д а н ы все з н а ч е н и я ф у н к ц и и (если ф у н к ц и я принимает конеч­
ное число значений) . 

2. Оптимум ищется путем выбора отдельных значений функции . 
Т а к и м образом, поиск оптимума з а к л ю ч а е т с я в определении л у ч ш и х 
путей выбора отдельных значений с целью п о л у ч е н и я н а и л у ч ш е й 
оценки оптимального з н а ч е н и я . Е с л и известно, что ф у н к ц и я у н и -
модальиа (т. е. имеет один горб) , последовательность выбираемых 
значении может бьіть определена лучше , чем в случае мультимо-
дальной ф у н к ц и и . Чтобы при этих у с л о в и я х оценить оптимум, мож­
но воспользоваться методом поверхностей о т к л и к а и другими экспе­
риментальными методами. 

Б . Ф у н к ц и я задана в з а м к н у т о й форме. 
I I . Случай функции , на к о т о р у ю н а л о ж е н ы ограничения . 
Д л я того чтобы можно было разработать эффективные методы 

решения , и ф у н к ц и я и о г р а н и ч е н и я д о л ж н ы быть заранее описаны 
аналитически . О г р а н и ч е н и я (которые д л я целей данного исследова­
н и я д о л ж н ы быть ' заданы в алгебраической форме) могут быть заданы 
в внде равенств (дпофантовых у р а в н е н и й пли систем у р а в н е н и й 
в случае дискретной оптимизации) и л п неравенств . В дискретных 
задачах методы а н а л и з а помогают получить оценки оптимума, 
однако еще надо д о к а з а т ь , что они дают искомый ответ. Однако 
методы математического п р о г р а м м и р о в а н и я позволяют непосред­
ственно решать задачи оптимизации при н а л и ч и и ограничений , 
в которых требуется получить целочисленные р е ш е н и я . Часто опти­
мум ищется на множестве п о л о ж и т е л ь н ы х и л п неотрицательных 
значений аргумента . 

Во многих геометрических задачах оптимизации с н а ч а л а обычно 
определяется значение оптимума на основе информации, полученной 
пз постановки задачп . Затем дается доказательство того, что это 
значенпе я в л я е т с я искомым оптимумом. В некоторых геометриче­
ских задачах полезную роль п р и отыскании оптимума играет сим­
м е т р и я . 

Методы изучения 

Е с л и требуется оптимизировать в ы р а ж е н и е п р и наличии огра ­
ничений, причем все оип з а д а н ы аналитически в з а м к н у т о й форме, 
то, чтобы получить решение , о б р а щ а ю т с я к стандартным методам 
а н а л и з а , методу множителей Л а г р а н ж а п л и п р о г р а м м и р о в а н и ю . 
К о г д а ф у н к ц и я известна не полностью, но часть ее значений 
может быть определена экспериментально , подход к отысканию 
оптимума становится более с л о ж н ы м и менее определенным. 
В общем случае целочисленное решение получить трудно и пере­
численные здесь методы, вообще г о в о р я , не могут быть использо ­
ваны. Е с л и возможно , то д л я п о л у ч е н и я целочисленных решений 
в качестве стандартной процедуры используется целочисленное п р о ­
граммирование . 
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Случай ІА 

Функция не задана в замкнутой форме: даются все значения 
функции. 

Н а п о м н и м , что по теоремам 1.1 и 1.2 можно , х о т я и с л о ж н о , 
дать замкнутое в ы р а ж е н и е д л я максимума из п действительных 
чисел C.J, . . ., а „ . П р а к т и ч е с к и максимум легче получить путем 
систематического с р а в н е н и я . 

Теорема 1.10. Чтобы определить max (ce,, . . ., ап), где oclt . . . 
. . ., ос„ — действительные числа, требуется в точности (п — 1) 
сравнений. 

Доказательство. Сравним ах последовательно с а 2 , • • -, а „ . Е с л н 
К] ^ се,-, і = 2, . . . . п, то max ( а 1 ; . . ., ап) = аг и используется 
(п — 1) сравнений . Е с л и ^ ос,, і — 2, . . ., А:, но а а ^ a h + 1 , 
то ах, . . ., au исключаются и процесс повторяется , н а ч и н а я с а 1 і + 1 . 
П р о д о л ж а я таким образом, приходим к выводу, что должно быть 
проведено (77. — 1) сравнений . 

Экспериментальный метод поиска максимума [11, 13, 28) х ) 

П р е д п о л о ж и м , что п р и поиске максимума мы имеем возможность 
выбрать в точности п значений данной дискретной ф у п к ц п и одной 
переменной / (х). Начнем с выбора двух значений . П р и этом есте­
ственно п р о д о л ж а т ь поиск вблизи большего из двух значений. 
Т а к и м образом, выбор третьей точки производится возле большего 
значения . Необходима схема, по к о т о р о й можно было бы решить , 
где (слева пли справа) и на к а к о м расстоянии от исходной точки 
следует выбирать последующие значения . 

П р е д п о л о ж и м , что интервал неопределенности после выбора 
(п — 1) точек имеет д л и н у /„-ц , т. е. можно с к а з а т ь , что наибольшее 
выбранное значение / (х) л е ж и т в Іп-г. Т р е б у е т с я р а с п о л о ж и т ь 
последнюю точку относительно предыдущей так , чтобы длина Іп 

следующего интервала неопределенности стала к а к можно меньшей. 
Б у д е м считать , что ф у н к ц и я у = / (х) у н и м о д а л ь н а я . Предполо­

ж и м , что точки на оси х выбираются , н а ч и н а я с хх и к о н ч а я хп. 
Т о ч к и xh, к = 1, . . ., п, не обязательно д о л ж н ы быть р а с п о л о ж е н ы 
в п о р я д к е в о з р а с т а н и я . Заметим, что если, н а п р и м е р , выбираются 
т р и точки х1 > хг > х3 па единичном интервале , на котором ищется 
максимум / (х), п если соответствующие з н а ч е н и я ф у н к ц и и равны 
Уі, У2, Уз. т 0 

если J/i > i/o > Уз* максимум л е ж и т в 10, х2), 
если J / i < f/o > Î/З, максимум л е ж и т в (хг, хя), 
если уг < у2 < ys, максимум л е ж и т в (х„, 1]. 

х ) В работе [28, стр. 47—54] дается подробное изложение предлагаемого 
метода.— Прим. ред. 
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Ж е л а т е л ь н о было бы сделать и н т е р в а л , с о д е р ж а щ и й максимум, 
к а к можно более тесным, так чтобы после выбора последней точки 
оценка максимума была бы к а к можно более б л и з к о й к истинному 
значению. Заметим, что д л я к а ж д о г о выборочного плана (л.^, . . ., хп) 
существует индекс а , которому соответствует некоторая величина ха, 
при к о т о р о й у (ха) = уа я в л я е т с я максимумом. 

Пусть / „ , а (х) — длина интервала , в котором находится макси­
мум. Т а к и м образом, Іп, а (•?) = х а + 1 — ха _х и содержит в н у тр и 
себя ха- Пусть Ьп (х) — с а м ы й длинный из этих интервалов п р и 
любом выборе X. Поэтому 

L n {х) = max {/„, а (х)} по всем х. 

С теоретической точки з р е н и я к а ж д о й произво л ьн о й выборке объе­
ма п соответствует интервал , в котором находится максимум функ­
ц и и . Рассмотрим н а и б о л ь ш и й из этих интервалов по всем выборкам. 
Тогда задача ф о р м у л и р у е т с я к а к задача отыскания «наилучшего» 
выбора X, который обозначим через х, т акого , чтобы величина длины 
L n = L n (х) была м и н и м а л ь н о й . В этом случае 

L n = m i n max {/„, а (х)}. 
X 

Б е з потери общности примем, что ф у н к ц и я определена на единич­
ном интервале [0, Ц . Эвристически, чтобы определить оптимальную 
процедуру выбора , рассмотрим п р о и з в о л ь н ы й интервал Lj, конеч­
ные точкп которого представляют собой п а р у точек xh, одна (или 
обе) из которых может быть конечной точкой интервала [0, Ц . Одна 
из этих конечных точек д о л ж н а п р и н а д л е ж а т ь интервалу Lj^. 
В общем алгоритме о т ы с к а н и я х р а с с у ж д е н и я , использованные при 
выборе п о л о ж е н и я следующей точкп, к о т о р а я располагается в н у тр и 
Lj_x и порождает , таким образом, Lj, приводят к тому, что эта точка 
д о л ж н а быть симметрично р а с п о л о ж е н а относительно другой конеч­
ной точки Lj_i, что даст L j + 1 . П р и ч и н а этого з а к л ю ч а е т с я в том, 
что п р и отсутствии конкретных значений ф у н к ц и и в двух конечных 
точках нет оснований отдавать предпочтение одному значению перед 
другим и, следовательно , надо выбирать две новые точки . Т а к и м 
образом, две конечные точки д о л ж н ы быть симметричны относи­
тельно наибольшего н а б л ю д а в ш е г о с я до сих пор з н а ч е н и я ф у н к ц и и . 
Это дает 

і н = і , - - Ь І ж - (1-1) 
Имеем следующие два с л у ч а я : 
1. Ч и с л о выбираемых точек п з адано . В этом случае естественно 

выбирать ?г-ю, или конечную, точку 1 ) , в середине L , , ^ . Поэтому 

1 ) В ^работе [28] показано, что начальную точку следует выбирать на рас­
стоянии L 2 = Fn-2/Fn от одного конца исходного интервала.— Прим. ред. 
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= 2Ьп. К о м б и н и р у я этот ре зультат с уравнением (1.1), получаем 

Ьп_3 = Z/„_3 -\- L n _ j = 5 L n . 

Заметим, что коэффициенты L n представляют собой последователь­
ность чисел Фибоначчи 1, 2, 3, 5, 8, . . ., которые п о л у ч а ю т с я из 
рекуррентного соотношения 

Fh = / V i + Fh-г, k ^ l , 
где 

F0=F1 = 1. 

Т а к и м образом, предыдущие итерации м о ж н о , вообще г о в о р я , пред­
ставить в виде 

Fn-k = F h+iLn. 
Т а к к а к 

L , = 1 = FnLn, 
получаем 

1 

2. Ч и с л о выбираемых точек п з аранее не задано . Теперь н е л ь з я 
воспользоваться соотношением L n ^ x = 2Ln. Вместо этого попытаемся 
сделать постоянным отношение длин последовательных интервалов . 
Это дает 

Li-i L i 

Р а з д е л и в обе части у р а в н е н и я (1.1) на Lj+1, получим 

Lj+y 

(1.2) 

(1.3) 

П о д с т а в л я я в ы р а ж е н и е L') -- Lj_1Lj+1 вместо Lj в среднее соотно­
шение (1.2), находим 

Lj+i 
•• с. 

Т а к и м образом, соотношение (1.3) п р е в р а щ а е т с я в 

с2 = с + 1 

и с = (1 + У5)12 — единственный п о л о ж и т е л ь н ы й к о р е н ь . Тогда 
L 1 — 1, и, следовательно , получаем из (1.2) Z 2 = 1/с и далее после­
довательно Ьп = 1 /с" - 1 . У а й л д [28] называет этот второй метод 
«поиском посредством золотого сечения». 
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Можно п о к а з а т ь , что 
с п + 1 ( с ) - о і + 1 ) с п+1 

"1/5 "1/5 
И с п о л ь з у я это п р и б л и ж е н и е , можно сравнить величины Ь„ д л я 
с л у ч а е в , когда п задано заранее н не задано . В ы ч и с л я я отношение, 
полѵчаем 

_ ^ _ = _ ^ = 1,1708. 
УЪ с ' і -1 1/5 

Обобщения на нелинейное целочисленное программирование 
и з л о ж е н ы в работе [17а]. 

Наискорейший подъем [30*] вдоль поверхности, 
построенной по экспериментальным точкам 

Проводились исследования [ 1 , 2] статистических методов опре­
деления точки оптимума ф у н к ц и и от н е с к о л ь к и х переменных, не 
заданной в з а м к н у т о й форме, при отсутствии ограничений. Н и ж е 
будет к р а т к о описана эта процедура . 

П р е д п о л о ж и м , что взаимодействия нескольких факторов (xlt . . . 
. . ., , r n ) в эксперименте описываются неизвестной функцией 
/ (хх, . . ., хп). П р е д п о л а г а я , что эта ф у н к ц и я имеет оптимум, 
например максимум, требуется определить или оцепить этот опти­
мум путем выбора точек экспериментов и построения поверхности 
по этим точкам, не пытаясь полностью найти / (х1г . . ., хп), так 
к а к обычно это очень д л и т е л ь н ы й п дорогостоящий процесс . 

Построение поверхности производится последовательно , чтобы 
можно было определить н а п р а в л е н и е , в котором можно достичь 
максимума ; с л е д у я вдоль пути наискорейшего подъема, где-то надо 
остановиться и повторить процесс. 

Одним из наиболее п о п у л я р н ы х методов я в л я е т с я метод пооче­
редного изменения факторов . С о х р а н я я з н а ч е н и я всех к о н т р о л и ­
руемых переменных, кроме одной, на определенном уровне и и з м е н я я 
эту одну переменную, находят максимум; затем значение этой пере­
менной, при котором достигается максимум, фиксируют и изменяют 
значение другой переменной и т. д. 

Б о л е е н а д е ж н а я процедура , п р и в о д я щ а я к максимуму , состоит 
в последовательном п р о д в и ж е н и и в н а п р а в л е н и и наискорейшего 
подъема; п р и этом в малых о б л а с т я х производится а п п р о к с и м а ц и я 
плоскостями и л и поверхностями второго п о р я д к а , что может быть 
оправдано р а з л о ж е н и е м в ряды . П р и помощи метода наименьших 
квадратов требуется наилучшим образом провести плоскость на 
малом участке экспериментальной области . Н а п р а в л е н и е наискорей­
шего подъема определяем, п р и д а в а я переменным изменения , равные 
н а п р а в л я ю щ и м косинусам, которые в свою очередь п р о п о р ц и о н а л ь ­
н ы коэффициентам а п п р о к с и м и р у ю щ е й плоскости . Затем вдоль этого 
п у т и н а х о д я т с я экспериментальные з н а ч е н и я ф у н к ц и и , до тех пор 
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пока они не начнут убывать . Повторение процедуры в о к р у г этой 
точки может п о к а з а т ь , достигнут ли максимум или следз'ет искать 
новый путь подъема. Е с л и аппроксимирз 'ющая поверхность оказы­
вается плоской , это не зиачпт , что достпгиз'т максимум. Поверх­
ность может пметь гребень или может встретиться седловая точка . 
Необходимо дальнейшее исследование , которое зависит от того, 
какого типа решение п р а к т и ч е с к о й задачи ищется . 

Иногда д л я аппроксимации можно использовать линейные и ква­
дратичные члены р а з л о ж е н и я в р я д , а затем д л я определения коэф­
фициентов применить метод наименьших к в а д р а т о в . П р и з 'величении 
числа коэффициентов д л я их определения требз 'ется большее число 
выборочных точек, т ак к а к д л я того, чтобы построить аппроксими­
р у ю щ у ю функцию, с о д е р ж а щ у ю N констант , необходимо по к р а й н е й 
мере N наблюдений. Сведение к канонической форме путем переноса 
или ортогонального в р а щ е н и я облегчает определение пз'ти н а и с к о - . 
рейшего подъема через к о р н и соответствующего характеристического 
у р а в н е н и я . 

Случай ІБ п случай I I 

Е с л и / (хх, . . -, хп) д в а ж д ы дпфференцпрз 'ема по .г-;, / = 1, . . 
. . ., п, то необходимое з г словие оптнмз'ма имеет вид [221 

Достаточные з 'словия можно выразить через главные диагональные 
определители матрицы, составленной из производных второго п о р я д ­
ка , вычисленных в точке , к о т о р а я с л у ж и т решением приведенной 
выше системы. Все эти определители д о л ж н ы быть положительными . 
( Д л я с л у ч а я двух переменных в у с л о в и я х выпз~клости н у ж н о заме­
нить знак ^ на > . ) 

Е с л и требуется оптимизировать / (хг, . . ., хп) при наличии огра­
ничений 

gi (^і, • • -, я„) < 0, і = 1, . . ., m, 
с о с т а в л я е т с я л а г р а н ж и а н 

m 

F (хі: . . . , х п ; Яі, • • ., Хт) = f—2 higi. 
j = i 

П а р а м е т р ы . . ., Xm н а з ы в а ю т с я м н о ж и т е л я м и Л а г р а и ж а . 
Н а п р и м е р , л а г р а н ж и а н ф у н к ц и и xyz = ш а х при ограничении 

х~ + У2 + 2 2 = ?'2 имеет вид 
F (х, у, z, X) = xyz — X (х- + у2 + г 2 — г 2 ) . 

1. Необходимыми з"словиями максимлша в случае gt = 0, і — 
= 1, . . ., m, я в л я ю т с я 

^ - = 0, 7 = і , 

dF п . . 
w = 0, і = 1 , . . . , , и . 
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Простейшие у с л о в и я достаточности д л я специальных случаев будут 
о б с у ж д а т ь с я н и ж е . 

2. Случай gt ^ 0, і = 1, . . ., m, встречается часто , особенно 
если существуют дополнительные требования «неотрицательности» 

X = {хх, . . ., х„) > О, 
т. е. 

Xj ^ 0, 7 = 1 , . . . , п . 

Эти у с л о в и я можно записать в виде 
ёт + 1 = Хх ^ 0, . . . , £7)1+71 = —Х п 0. 

П р е д п о л о ж и м , что следующее условие выполняется в любой точке х° 
на границе при любом достаточно малом п р и р а щ е н и и dx относитель­
но точки х°: 

Vgi (х°) dx < 0, і = 1, . . ., m, 
если т о л ь к о 

gi(x°) = 0, Ѵ = ( -
• ) • ô.rj ' • ' ' ' дхп 

n dxj ^ 0, если x°j = 0. Тогда dx л е ж и т в допустимой области. Эти 
у с л о в и я предназначены д л я и с к л ю ч е н и я вырожденных ситуаций , 
т а к и х , которые могут встречаться в точке заострения . Пусть G (х) — 
вектор-столбец gt, і — 1, . . ., т. Имеет место с л е д у ю щ а я теорема. 

Теорема 1.11 (Куна — Таккера ) . Необходимое условие того, что 
/ (х) достигает максимума в граничной точке х множества G (х) 0 

при X ^ 0, состоит в том, что 
существуют К ^ 0 и ц ^ 0, 
такие, что [17] 

V / (іг) = ^VG (J) - ц, 
где если Xj > 0, /?го ц,; = 0, ц 
если. (х) < 0, т о X,- = 0 
(фиг. 1.11). 

Заметим, что если х н а х о ­
дится внутр и области, опреде­
ленной ограничениями , то х > 
> 0 , G (х) < 0 и, следовательно , 
[I = 0, X = 0 и у с л о в и я сво­
д я т с я к тому, что требуется 
обращение в н у л ь п р о и з в о д н о й / . 

Мы у ж е видели, что необхо­
димые у с л о в и я оптимизации 
ф у н к ц и и при н а л и ч и и ограни­

чений в виде равенств в предположении дифференцируемое™ ф у н к ­
ц и и приводят к решению системы у р а в н е н и й . Иногда можно , наобо­
рот, от решения системы у р а в н е н и й перейти к задаче оптимизации . 

Ф и г . 1.11. Оптимум на границе. 
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Возьмем функцию двух переменных F (х, у), линейную по у. 
Можно считать у множителем Л а г р а и ж а и рассматривать F (х, у) 
к а к л а г р а н ж и а н в задаче оптимизации, в которой требуется оптими­
зировать функцию, к о т о р а я представляет собой часть F (х, у), не 
с о д е р ж а щ у ю у. В этом случае коэффициент п р и у п р и р а в н и в а е т с я 
к н у л ю к а к ограничение . Конечно , можно прийти к т а к о й функции , 
и н т е г р и р у я систему алгебраических уравнений , которую можно 
рассматривать к а к необходимое условие оптимума, полученное путем 
дифференцирования л а г р а н ж и а н а . Эту идею можно обобщить на 
с л у ч а й нескольких переменных, по некоторым из которых ф у н к ц и я 
линейна . 

Пример. Следующий пример может п о к а з а т ь с я слишком простым, 
но он приведен только д л я того, чтобы п р о и л л ю с т р и р о в а т ь идею. 
Рассмотрим систему нелинейных у р а в н е н и й 

2ХІ + iji (sin Xi + 1) = 0, i = 1, . . ., п. 

Мы хотим выяснить , имеет л и эта система действительное реше­
ние по Xi, і = 1, . . ., п , при некоторых y t , i — 1, . . ., ;г. Вычислив 
л а г р а н ж и а н путем и н т е г р и р о в а н и я по .г,- н с у м м и р у я по і, получим 

F(xu . . . , х п ; УІ, ...,уп) = Уі Щ— Уі ijiicosxi — xi + a), 

где С;, i = 1," . . ., 7г,— постоянные и н т е г р и р о в а н и я , которые надо 
определить при заданных у с л о в и я х . Л а г р а н ж и а н можно было запи­
сать , о т п р а в л я я с ь от задачи оптимизации: требуется н а й т и 

71 

max У] Х І 
г=1 

при ограничениях 

COS Хі = Xi - j - C j , i = 1, . . ., n. 

Эта система имеет действительные ограниченные решения , и поэтому 
максимум существует . Следовательно, и с х о д н а я система имеет дей­
ствительное решение при некоторых значениях yt, i = 1, . . ., п. 

Градиент и градиентный метод 

Градиентом ф у н к ц и и z — f (хх, . . ., хп) на зывается вектор 

Ѵ / \ дхі ' • • 1 дхп ) • 

Заметим, что п р я м а я , п е р п е н д и к у л я р н а я к касательной плоскости / 
в точке , представляет собой вектор в (n -f- 1)-мерном пространстве , 
тогда к а к вектор V / находится в ?г-мерном пространстве , так к а к 
это вектор с п компонентами (фиг. 1.12). Градиент V / у к а з ы в а е т 
в окрестности данной точки н а п р а в л е н и е наискорейшего в о з р а с т а н и я 



46 Глава 1 

ф у н к ц и и или наискорейшего подъема вдоль контуров поверхности 
z = / (хг, . . ., х„), и, следовательно , — V / у к а з ы в а е т н а п р а в л е н и е 
наискорейшего у б ы в а н и я или наискорейшего спуска . Чтобы убе­
диться в этом, рассмотрим в окрестности точки поверхности п р о и з ­
вольное н а п р а в л е н и е dx = (ch\, . . ., dx„). Мы хотим выбрать dz т ак , 

плоскости '(я,, х£ 

Ф п г. 1.12. 

чтобы оно у к а з ы в а л о н а п р а в л е н и е наискорейшего З'Величения / 
в окрестности точки. Во-первых, заметим, что полное изменение 
/ определяется ее полпой производной 

df = - р - d X i - i - . . . d * n = Vfdx = \Vf\\dx\cos Ѳ. 

Т а к и м образом, величина df будет наибольшей , если Ѳ = 0 и, следо­
вательно , н а п р а в л е н и е dx совпадает с н а п р а в л е н и е м градиента . 
Поэтому градиент у к а з ы в а е т направление наискорейшего увеличе­
н и я / . 

Градиент можно использовать в итеративном методе (известном 
к а к градиентный метод) д л я о т ы с к а н и я максимума или минимума 
ф у н к ц и и . Т а к и м образом, если записать 

Х(Ь) = X{h-i) _ X v f (zC-i)), 

то можно н а д е я т ь с я на то , что при соответствующем выборе К вели­
чина x<ft> будет ближе к оптимуму, чем x ( f t _ 1 \ И с х о д н а я точка х( 0) 
выбирается произвольно . П р и соответствующем выборе К и х<°> 
можно д ока з а т ь сходимость . М и н и м и з а ц и я / (х х , х„) = х\ -\- хі — 
- 2х 2 х„ при х т = (х\°\ х< 0 )) = ( 1 , 0 ) дает V / = (2х[ - 2 х 2 , 2x1 -
- 2х а ) ," x ' 1 ' = x ' 0 ' - ЬѴ/ (x l 0>) = (1, 0) - X (2, - 2 ) = (1 - 2Я,, 2К). 
Е с л и подставить х а > в / , то п о с л е д н я я станет функцией К. Затем 
минимизируем ее к а к функцию А. п р и помощи соотношения dffdX = 0. 
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Это дает к = и точку х а } = ( 1 / 2 , 1 / „ ) , в которой, к а к можно пока­
зать , и с п о л ь з у я вышеупомянутые у с л о в и я достаточности, дости­
гается минимум. 

Упражнение 1.15. Т р е б у е т с я определить экстремумы (максимумы 
и минимумы) ф у н к ц и и 

/ {х) = (х — 2 ) 2 , 0 < X ^ 3, 

и д о к а з а т ь , что х = 0 я в л я е т с я глобальным максимумом, х = 3 — 
л о к а л ь н ы м максимумом, а х = 2 — глобальным минимумом. 

Начертите график и дайте интерпретацию результатов . 

Упражнение 1.16. Д о к а ж и т е , что ф у н к ц и я 

0 < 2 , ѵ , < 1 , 

имеет 
а) глобальный минимум при х1 = х2 = 0; 
б) г л о б а л ь н ы й максимум при хг = хг = і. 
Д о к а ж и т е , что хг = 1, х2 — 0 и симметрично х1 = 0, х , = 1 

не я в л я ю т с я ни максимумами , ни минимумами. 
Начертите график и дайте интерпретацию результатов . 

Упражнение 1.17. Н а й д и т е максимум ф у н к ц и и ху при о г р а н и ч е ­
нии X* -\- у2 = 25. 

Упражнение 1.18. Н а й д и т е максимум ф у н к ц и и xyz при огра­
ничении 

О 9 О 
а2 ' Ь 2 "^- с 2 

Упражнение 1.19. Определите размеры п р я м о у г о л ь н о й к о р о б к и 
с вырезанной верхней поверхностью, к о т о р а я имеет м а к с и м а л ь н ы й 
объем, если п л о щ а д ь поверхности равна 108 см 2 . 

Упражнение 1.20. Н а й д и т е максимальное п минимальное значе­
н и я ф у н к ц и и 

/ (х, у) = 2х2 + 2ху + Зу2 

в области X2 + у 2 ^ 1, X + у ^ 0. 

Упражнение 1.21. Т р е б у е т с я максимизировать 
к у 

f{x, !/-)= \ e-t2/2dt+ Ç e-Wdt 
о о 

п р и ограничениях g (х, у) = х + у < с, с > 0, a; J> 0, і/ 0. 
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Указание. Сначала п о к а ж и т е , что максимум находится не в н у т р и 
области . Д о к а ж и т е , что / — в о г н у т а я ф у н к ц и я . (В соответствии 
с критерием в ы п у к л о с т и п о к а ж и т е , что определители г л а в н ы х мино­
ров матрицы, составленной пз производных второго п о р я д к а , неотри­
ц а т е л ь н ы п р и всех а; и у. Чтобы д о к а з а т ь вогнутость ф у н к ц и и , надо 
у м н о ж и т ь ее на —1 и проверить выпуклость . ) Следовательно, макси­
мум находится на границе . Примените теорему К у н а — Т а н к е р а . 

Упражнение 1.22 (Джошуа Унллард Гнббс). Пусть 
п п 

f {хи . . ., хп) = S fi {xi) п УІХІ = С, xi > 0 . 
i = i i = l 

И с п о л ь з у я теорему 1.11, д о к а ж и т е , что необходимое условие того, 
что в точке {х\, . . ., х„) достигается максимум / при у к а з а н н ы х 
о г р а н и ч е н и я х , з а к л ю ч а е т с я в существовании действительного числа К, 
такого , что 

= Я, если хі ~~> О, о 7 

х-=Хі 

• < Я , если Х°І = 0. .0 *i 

Д о к а ж и т е , что это условие я в л я е т с я т а к ж е достаточным, если 
fi {ХІ)І і = I i • • •> ß i — вогнутые ф у н к ц и и , т. е. f\ {xt) < 0. После 
того к а к % определено и в п р е д п о л о ж е н и и вогнутости ф у н к ц и й 
д о к а ж и т е , что достаточное условие задается соотношениями 

fi (0) > Я тогда и только тогда, когда х° > • 0, 

/ і ( 0 ) < Я тогда и только тогда , когда х° = 0. 

З а п и ш и т е необходимое условие минимума в данной задаче . В пред­
п о л о ж е н и и выпуклости ф у н к ц и й дайте достаточные у с л о в и я . 

Упражнение 1.23. И с п о л ь з у я у с л о в и я в ы п у к л о с т и из у п р а ж н е ­
н и я 1.22, п о к а ж и т е , что имеет место выпуклость функций , и мини­
мизируйте в ы р а ж е н и е 

п 
У а ; е - ь ' % аи bt>0, 

i = l 
при ограничении 

п 
S xi = 1, Xi > 0 . 

i = i 

Упражнение 1.24. Воспользуйтесь градиентным методом д л я полу­
ч е н и я точки минимума эллипсоида 

» ! Г 62 1
 С 2 — 

Указание. Решите уравнение относительно z и воспользуйтесь 
н и ж н е й поверхностью. 

П ( 4 ) ОХ; 

П И ) = 
діі (ХІ) 

дхі 
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Упражнение 1.25. П о к а ж и т е , что задача р е ш е п п я спстемы 
(х\, . . ., хп) = 0 , і = 1, . . ., п, э к в и в а л е н т н а задаче отыскания 

точки (хп . . . , ж,,), в которой достигается минимум в ы р а ж е н и я 
п 

2 /?• Очевидно, что .минимальное значение в ы р а ж е н и я равно п у л ю . 

Метод Иыотопа 

П р и и с п о л ь з о в а ш п і метода множителей Л а г р а н ж а требуется 
решать системы из (m ~і~ п) у р а в н е н и й /г- = 0, і = 1, . . ., пі-^п, 
с (?п + ?г) неизвестными. К а к у к а з ы в а л о с ь в у п р а ж н е н и и 1.25, 
чтобы решить эти у р а в н е н и я , их можно возвести в квадрат , с л о ж и т ь 
и при помощп градиентного метода достичь минимума , равного н у л ю . 
С другой стороны, их можно решить методом Н ь ю т о н а . В этом слу­
чае задается п р о и з в о л ь н а я н а ч а л ь н а я точка 

а;<0' = (а^ 0 ) , • • • , х\і*', Хі

 1, . . . , %пі) = {.Xi , • • • I ^m+n) 

и п о л у ч а е т с я в ы р а ж е п и е 

a.(ft) = > T <"-i> _ [ 7 i ^ ( f t - D ) , . . f m + n ( ^ f t - D ) ] j - i ( ^ - D ) 

с помощью п р а в и л а К р а м е р а , которое п р и м е н я е т с я д л я р е ш е н и я 
линейной системы, полученной путем р а з л о ж е н и я в р я д к а ж д о й 
ф у н к ц и и fi относительно х1к~г) и о т б р а с ы в а н и я всех членов , кроме 
линейных . ( Ч л е н J"1 (х) представляет собой матрицу , обратную 
матрице , составленной из производных первого порядка . ) Т а к и м 
образом, 

711+П 

/і ( * ) = / / 2 ^ - L ^ f e - . ^ - 1 ' ) , i = i, ...,т + п 
j=i 

Заметим, что ft (х) р а в н а н у л ю . Р е ш а я относительно Xj и и с п о л ь з у я 
это значение в качестве нового п р и б л и ж е н и я xf\ получаем выше­
приведенное в ы р а ж е н и е . (Относительно сходимости см. [22].) 

Упражнение 1.26. Рассмотрите систему 

2з? - iß - 1 = 0, 

хуг — у — 4 = 0. 

Н а ч и н а я с х т = ( 1 , 2; 1, 7), п о к а ж и т е , что метод Н ь ю т о н а дает 
ха> = ( 1 , 23; 1, 66). 

1.5. Примеры дискретной оптимизации функции в замкнутой форме: 
критерии достаточности 

П р о и л л ю с т р и р у е м некоторые методы р е ш е н и я дискретных задач . 
Этот раздел , вероятно , следовало бы включить в гл . 4, но он помещен 
здесь с целью введения некоторых п о н я т и й . 
4-01037 
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Теорема 1.12. Величина atbj достигает максимума, если 

выбирать і = j , где последовательности Й ; и bj заданы и удовлетво­
ряют условиям 

яі > я 2 > • • • > « п > 0, Ьг > Ь а > . . . > Ъп > 0. 

Замечание. В у к а з а н н у ю сумму каждое значение из последова­
тельностей at я bj входит только один р а з . 

Доказательство [27]. Проведем доказательство по и н д у к ц и и . 
П р и п = 1 очевидно, что утверждение справедливо . П р и п — 2 
получаем 

( а і&і + а 2 ^ з ) — ( а і ^ 2 - г СоЬх) — (аЛ — а 2 ) (Ьц — Ь 2) > 0. 
Отсюда 

Я 1 ^ 1 + й 2 ^ 2 > Я 1 ^ 2 'I* « 2 ^ 1 -

П р е д п о л о ж и м , что теорема справедлива п р и і = 1, / = ' 
= 1, . . ., к; п о к а ж е м , что утверждение верно и п р и к + 1. Можно 
записать at = a h + 1 + ph bt = b k + 1 + qt, где pt > 0, ç ; > 0, = 
= qh+1 = 0. Подстановка дает 

h+l h+l h+l h+l 
S aibj = ak+lbk+l - j - 2 bh+iP<+ S a!i+lqj+ S 

i , j = l i = i j = i i , ft=i 
Первые три в ы р а ж е н и я в п р а в о й части я в л я ю т с я константами, 

и, следовательно , они пе зависят от того, р а в н ы inj и л и нет. По пред­
п о л о ж е н и ю 

ah+l + Pi = a i > ai+l = ah+l + Pi+1 

и, следовательно , p ; > Аналогично д г > • qi+x. Т е п е р ь если 
ft+i 
У] Pitfj содержит член Ph+iff/t+i (который равен нулю) , то 

h+l к 

i , j = l г, j = l 
достигает максимума п р и i = j . Рассмотрим теперь случай , когда 
п о я в л я ю т с я два члена , равные н у л ю : ph+1qs, 1 ^ s ^ А:, и qu+iPt, 
1 ^ £ < к. Т о г д а сумму можно переписать следующим образом: 

h+l k 
S РІЯІ= S Piqj—ptqs-

i,j = l 1,3 = 1 

По и н д у к ц и и сумма в п р а в о й части достигает максимума , если 
і = / , и т а к к а к ptqs > 0, получаем 

h+l h h h+l 

!>} PiQi= Уі РІЯІ> S Pi<Ji—piqs= S M i ' 
i = l i = l i , j = l i , 3=1 
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Т а к і ш образом, сумма становится м а к с и м а л ь н о й , если і = j . Этим 
з а в е р ш а е т с я доказательство . 

Упражнение 1.27. М у ж ч и н а имеет п = 0 mod 5 рубашек , и к а ж ­
дый рабочий день он надевает новую р у б а ш к у (всего за неделю уходит 
п я т ь ш т у к ) . Ч и с л о р у б а ш е к , которые могут быть постираны за 
м и н и м а л ь н у ю цену , кратно п я т и . Он может о т п р а в л я т ь р у б а ш к и 
в прачечную и з а б и р а т ь их только но субботам. И з прачечной можно 
получить р у б а ш к и только через к а л е н д а р н у ю неделю. К а к и м обра­
зом ои д о л ж е н о т п р а в л я т ь р у б а ш к у в прачечную, чтобы минимизи­
ровать число поездок в п р а ч е ч н у ю ? П р о а н а л и з и р у й т е решение. 
Я в л я е т с я . л и решение задачи единственным? Дайте доказательства . 

Упражнение 1.28. П о к а ж и т е , что [15] 
M N 

771=1 71=1 

Обратите внимание , что 
M N N п м 
2 2 min(/n., п)= 2 S m + 2 п > 

7)7= 1 71=1 71= 1 771=1 771=71+1 

откуда следует р е з у л ь т а т . 

В некоторых задачах оптимизации нелегко получить оптимум 
непосредственно. Вместо этого используются р а с с у ж д е н и я , с п о ­
мощью которых находят н и ж н ю ю оценку оптимума. С помощью 
д р у г и х р а с с у ж д е н и й п о л у ч а е т с я в е р х н я я оценка . Е с л и эти две 
оценки совпадают, то это п есть искомый максимум; в протпвпом 
случае максимум на ходится в интервале между н и ж н е й и верхней 
оценками. 

Иногда методами математического анализа определяется пред­
полагаемое значение оптимума дискретной ф у н к ц и и . Т а к и м образом, 
решение задачи н а ч и н а е т с я с в л о ж е н и я задачи м а к с и м и з а ц и и 
/ (жц . . ., хп), где хі принимают целочисленные з н а ч е н и я , в более 
общую пли р а с ш и р е н н у ю задачу , в которой все xt — действитель­
ные числа . 

Теорема 1.13. Положительное целое т, которое минимизирует 
функцию 

і im, п) = 2т 4- 3 -f- — , m 
представляет собой целое число, ближайшее к YпІ2. 

Доказательство 1. И с п о л ь з у я определение л о к а л ь н о г о минимума 
д л я дискретного с л у ч а я , получаем 

/ ( m , n)-f(m + 1, « ) = - 2 + - ~ < 0 , 
і і / . m m-)-l 

/ (иг , га)-/(ш-1, га) = 2 + - ^ г < 0 , 
' 711 77!.— 1 ' 

4* 
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откуда следует 

m (m — 1 ) < - ^ - < m {m + 1 ) 

или 

2 m • m 

Ч т о б ы н а й т и m, которое удовлетворяет этому неравенству , 
п о л о ж и м (/г/27?г) — /?г = О, откуда имеем 7?г = У?г/2 и, так к а к 
m — целое число , выбираем m = [ ]Аг/2] . 

Доказательство 2. Считая / непрерывной и дифференцируемой 
по 7?г ф у н к ц и е й , имеем 

df ??i(4m + 3)— ( 2 т 2 + З т + п) 4 т 2 + 3 т — 2 т 2 — З т — п 
dm m 2 

НЛН 

2/?г2 — 7г = 0. 

= 0, 

Т а к и м образом, /?г = ] / /г/2. 
ЭТИМ обосновывается выбор в качестве //г целого числа , б л и ж а й ­

шего к Уп/2. Обозначим это целое чпсло через []/"/г/21. П о д с т а в л я я 
его в / , получаем 

2 
[У?Т72] ' 

Т е п е р ь мы доказываем , что 

/ ( [ ] / ^ г ] ' n ) < f ( m > » ) П Р И в с е х т. 

З а п и ш е м 

Г т / 4 - 1 + 3 + г <2т + 3 + ^ , IV 2 J 1 ^ [Уп/2] ^ ' m ' 

и л и 

і Ѵ Т ] + т ш Г < 2 ' Р + - ^ П Р И В С Е Х Т -іѴп/2] 

После у п р о щ е н и й получаем соотношение 

4 [ / ï ] - » } < » { J £ l r b 
которое , к а к было п о к а з а н о , справедливо . Т е п е р ь если m < [Уп/2], 
то мы д о л ж н ы п о к а з а т ь , что 
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плп 

или 

п л и 

Т а к к а к это соотношение д о л ж н о в ы п о л н я т ь с я п р и любом —1/2 ^ 
^ 0 ^ 1 / 2 , то д о л ж н о иметь место неравенство m ^ [У/г/2]. Е с л и 
??г> [У»/2], то а н а л о г и ч н ы м и р а с с у ж д е н и я м и можно д о к а з а т ь , что 

2 > 
• П А / 2 ] 

Т а к и м образом, величина m = [~\/пІ2\ дает минимум / . 

Упражнение 1.29. И с п о л ь з у я к р и т е р и й со второй производной, 
п о к а ж и т е , что / (т, п), р а с с м а т р и в а е м а я к а к н е п р е р ы в н а я п диффе­
р е н ц и р у е м а я ф у н к ц и я переменной т, я в л я е т с я в ы п у к л о й функцией 
по т. И с х о д я из этого, дока ­
жите , что минимум / , рассма­
триваемой к а к д и с к р е т н а я функ­
ц и я переменной т, достигается 
в одной из двух точек, соседних 
с точкой т, к о т о р а я дает ми­
нимум / (т, п). 

Критерий достаточности 

Н а фиг. 1.13 и з о б р а ж е н а 
в ы п у к л а я ф у н к ц и я z=f(x, у), 
определенная в точках решетки 
плоскости . Т о ч к а (х, у) дает 
минимум соответствующей не­
прерывной ф у н к ц и и . Д л я оты­
с к а н и я минимумов следует 
с р а в н и т ь з н а ч е н и я ф у н к ц и и в 
четырех соседних точках . В 
пространстве Еп точку , в которой достигается минимум в непре­
рывном случае , о к р у ж а ю т 2п точек решетки , и все они д о л ж н ы быть 
проверены, если не использовать какие-то с о о б р а ж е н и я , которые 
дают возможность опустить часть т о ч е к - К р и т е р и й , и з л о ж е н н ы й 
н и ж е , позволяет это сделать . 

Ф п г . 1.13. 
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Н и ж е дается условие достаточности д л я подхода [46], основан­
ного на использовании множителей Л а г р а н ж а , в случае максими­
з а ц и и / (хх, • . ., х„) п р и о г р а н и ч е н и я х 

gi (хи . . -, хп) ^ 0, і = 1, . . ., т. 

Оно не включает предположений о дифференцируемое™ и н и к а к и х 
условий па область о п р е д е л е н и я / ) , к о т о р а я может быть дискретной. 
И с п о л ь з у я л а г р а н ж и а н F (х; X) == F (х1} . . ., хп; Я х, . . ., Х,„), 
д о к а ж е м следующую теорем}^: 

Теорема 1.14 (Эверетт). Пусть даны Xt ^ 0, і = 1, . . ., »j , 
« вектор X, который максимизирует F (х; X) при всех х g D, тогда 
X максимизирует }(х) среди всех x^D, которые удовлетворяют 
у с л о в и я м 

gi (х) < gt (х), і = 1, . . ., т. 

Замечание. Эта теорема утверждает , что в точке х достигается 
условный максимум, если р е з у л ь т и р у ю щ е е значение к а ж д о й функ­
ц и и gi{x), і — 1, . . ., m, вычисленное в точке .г-, представляет 
собой ко нс т а нт у , которая ограничивает сверху соответствующую 
gi(x). 

Доказательство. По предположению 

F (х; X) > F {х; X). 
Т а к и м образом, 

711 

/(*)>/(*)+ 53 h[gi(x)-gi(x)\ 
i = l 

д л я всех X Ç Ö . Т а к к а к второй член в п р а в о й части неотрицателен , 
п о л у ч а е м f(x)~^f(x), и доказательство закончено . 

Эту теорему можно обобщить на случай , когда л а г р а н ж и а н 
имеет вид / (х) — G [gl (х), . . ., gm (х); Xlt . . ., Хт] и где из g i {х1) < 
s^gi (z 2 ) , i = 1, . . ., 77i, следует, что 

G t e i (z 1 ) , . . ., gm (xl); Xlt . . ., Xm] ^ 
< Gig! (.г 2), . . . , gm (x2); X,, . . ., Xm] 

д л я всех Я,,-, i = 1, . . ., 7тг. Это соотношение показывает , что 
G д о л ж н а быть монотонной функцией иа направленном множестве 
о г р а н и ч и в а ю щ и х векторов , частично упорядоченном п у т е м включе­
ния множеств . Одни вектор включает д р у г о й , если к а ж д а я его ком­
понента превосходит соответствующую компоненту другого вектора . 

Д о к а ж е м теперь , что решение , которое дает значение л а г р а н ж и а ­
на F {х; X), близкое к максимуму, должно т а к ж е д а в а т ь значение 
f{x), близкое к условному максимуму, п р и наличии ограничений 
gi (х) = gi ІХ), І = 1, . . . , 771. 
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Теорема 1.15. Если 

F {х; К) ^ F (х; К) — е при малом е > О, 
то 

j (х) > / (х) - Б 
для 

Si (•*) = gi (х), i = 1, . . ., m. 

Доказательство. Д о к а з а т е л ь с т в о идентично предыдущему дока­
зательству , но в нем используется е. 

В общем случае различные з н а ч е н и я Л = (Я 1 ; . . . , Л,„) дают 
-различные максимумы. Однако полезно исследовать влияние изме ­
нений величины % и л и ее некоторых компонент на решение . 

Теорема 1.16. Если хг и х2 — два решения, соответствующие 
%х и Х2 соответственно, и если gt (х1) = gt (.г2), і Ф к, и gh (х1) > 
> gh {х2)і то компоненты Х\ и %% удовлетворяют соотношению 

Доказательство. 

і (?) >/ (х) +l\ [gk fr)-gh (x)} + S U Igk W-gk (x)}. 
іфЬ. 

П р и подстановке x2 вместо x это соотношение по-прежнему имеет 
место;; и с п о л ь з у я гипотезу п р и і = к, получаем 

/ ( * і ) - / ( * 2 ) 
— =— Afe. 

gh ( x l ) — gh (*2) 

З а м е н я я везде x1 на x2, п о л у ч а е м д р у г у ю часть неравенства , что 
завершает доказательство . 

Пример. Пусть дана система, с о с т о я щ а я из m подсистем, соеди­
ненных последовательно. К а ж д а я і-я подсистема состоит из nt эле­
ментов, соединенных п а р а л л е л ь н о (фиг. 1.14). В е р о я т н о с т ь , что 

Подсистема! Подсистема2 ПодсистемаІ Подси­
стема 4 

д,= 3 пг-Л л 3 =1 п4= 3 

Ф п г. 1.14. 
элемент г-й подсистемы функционирует , р а в н а pt, а стоимость его 
р а в н а С;. Система может ф у н к ц и о н и р о в а т ь только п р и j -словии, что 
в к а ж д о й подсистеме исправен хотя бы один элемент. Т р е б у е т с я 
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построить к р и в у ю , к о т о р а я показывает связь между максимально 
достижимой надежностью системы и минимальной ее стоимостью. 

Т а к к а к в е р о я т н о с т ь того, что элемент і-я подсистемы исправен , 
р а в н а pi, вероятность того, что он неисправен , р а в н а 1 — р{, в ероят ­
ность того, что все элементы і-ш подсистемы неисправны, равна 
(1 — РІ)ПІ. Следовательно, [1 — (1 — Рі)Пі) — вероятность того, что 
хотя бы один элемент і-й подсистемы исправен . Т а к к а к подсистемы 
соединены последовательно , то, чтобы п о л у ч и т ь вероятность 
Р (пг, . . ., ?і,п) того, что система исправна , иадо в з я т ь произведение 
у к а з а н н ы х вероятностей ; в результате получается 

m 
Р(щ, пт)= [J [1-(1-Ріуп]. 

1=1 

m 

Стоимость системы р а в н а С = 2 СІПІ- Можно р е ш а т ь и л и задачу 
І = І 

максимизации Р п р и заданном значении С или задачу минимиза­
ц и и С п р и заданном значении Р. 

Т е п е р ь Р я в л я е т с я вогнутой ф у н к ц и е й і = 1, . . ., /7г. Чтобы 
З'бедиться в этом, заметим, что ф у н к ц и я [1 — (1 — РІ)ПІІ монотонно 
не убывает по nt. Следовательно , произведение Р я в л я е т с я монотонно 
неубывающей ф у н к ц и е й п = (?2г, . . ., ??.„,). Д а л е е если рассматривать 
Р к а к н е п р е р ы в н у ю функцию п, то она будет вогнутой . Следователь­
но, можно сначала воспользоваться методами математического ана­
л и з а д л я определения максимума ф у н к ц и и Р, р а с с м а т р и в а я ее к а к 
непрерывную функцию своего аргумента , и затем искать б л и ж а й ш у ю 
точку решетки (которая будет одной из 2т возможных в е р ш и н куба , 
л е ж а щ и х в точках решетки , которые о к р у ж а ю т вычисленное значе­
ние Р). В одной пз этих точек достигается максимум. Однако 2т может 
быть очень большим числом, и тогда ж е л а т е л ь н о н а й т и л у ч ш у ю 
п р о ц е д у р у д о с т и ж е н и я максимума . Этого можпо добиться п р и помо­
щ и соответствующего выбора п а р а м е т р а л а г р а н ж и а н а . Н а п о м н и м , 
что если предполагается дифференцируемость , то необходимое усло­
вие максимизации ф у н к ц и и одновременно я в л я е т с я и необходимым 
условием м а к с и м и з а ц и и ее логарифма . Поэтому возьмем log Р, 

m 

п р и б а в и м к нему % 2 с і п ь п о л о ж и м 
dbgP_ = 0 

дпі 

и р а з р е ш и м это у р а в н е н и е относительно щ. Это дает 

log { ! / [ ! - log ( l - p t ) A e t ] } 
1 4 - log ( 1 - pi) 

З а ф и к с и р о в а в значепие К, п о л у ч и м но этой формуле оценку д л я nt, 
і = 1, . . ., m, а затем возьмем в качестве пробного р е ш е н и я [7zJ 
одно из д в у х б л и ж а й ш и х к ?it ц е л ы х чисел п р и к а ж д о м і. 
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К а к более эффективное средство используем сформулированную 
выше теорему достаточности (теорема 1.14). Сначала п р и б л и ж е н н о 
выберем значение X и получим решение ntl которое я в л я е т с я макси­
мумом д л я всех 7?.j, у д о в л е т в о р я ю щ и х условию 

2 Сг?і,-<. S c i n i = с. 

Затем выберем другое значение X и у л у ч ш и м ограничивающее усло­
вие , п р и этом п о л у ч и м еще лучшее значение максимума . П р о д о л ж а я 
этот процесс, найдем точки к р и в о й надежность — стоимость, кото­
р а я дает возможность п р и н и м а т ь р е ш е н и я в зависимости от соотно­
ш е н и я между стоимостью и надежностью. В ы б и р а я X достаточно 
малым, так что только одно значение nt будет и з м е н я т ь с я п р и пере­
ходе к следующему пробному значению, можно установить , на 
к а к у ю подсистему выгоднее всего расходовать средства. Заметим, 
что если к а ж д ы й раз п р и выборе нового значения X и зменяются 
несколько величин ni, то трудно р е ш и т ь , в к а к о й подсистеме выгод­
нее всего увеличивать nt с точки з р е н и я д о с т и ж е н и я максимума. 
В з а д а ч а х с большим числом переменных процедура с использова­
нием пробных значений более экономична, чем вычисление значе­
ний Р в к а ж д о й вершине куба . 

Замечание. Что касается предыдущего примера , можно п о к а з а т ь , 
что существует соотношение двойственности между максимизацией 

m m 

fj ft (?ii) п р и ограничении У] Ci (ni) = С 
г = 1 і = 1 

и минимизацией 
m m 

У] Ci (щ) при ограничении [J /,• (щ) = Р, 
І = 1 і = 1 

причем последнее соотношение изучать легче, так к а к его целевая 
ф у н к ц и я представляет собой сумму. 

Упражнение 1.30. Рассмотрим задачу о т ы с к а н и я неотрицатель­
ных целых чисел х{, і = 1, . . ., п, которые максимизируют функцию 

71 

...,хп) = 2 log^fL-
і = і 

п р и условии 

П *і = С-
і = 1 

Обладает л и ф у н к ц и я / свойствами, которые п о з в о л я ю т выбирать 
целочисленные величины, б л и ж а й ш и е к решению, полученному при 
помощи д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я ? Можно л и использовать метод множи­
телей Л а г р а н ж а ? Объясните свой подход к решению этой задачи. 
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п 

Что произошло бы, если бы производилась минимизация [J xt 

і = і 
п р и условии / (.г-j, . . . , хп) = С, т. е. поменялись бы р о л я м и / и огра­
ничивающее у р а в н е н и е ? 

1.6. Асимптотические результаты 

Иногда необходимо и полезно п о л у ч а т ь решение задачи при 
предположении , что одна и л и несколько переменных могут пр ин и ­
мать произвольно большие значения . Т а к о й подход позволяет срав­
нивать предельные решения дискретной задачи и ее непрерывного 
р а с ш и р е н и я , если есть такое расширение . Использование асимпто­
тических в ы р а ж е н и й п р о и л л ю с т р и р у е м задачей о почтальоне , кото­
рый д о л ж е н разносить почту по обеим сторонам единственной улицы 
поселка . Е с л и домов немного и они р а с п о л о ж е н ы далеко друг от 
д р у г а , он может ходить по улице вдоль и поперек , п ы т а я с ь миними­
зировать суммарное пройденное расстояние . Однако по мере воз ­
р а с т а н и я числа домов по обеим сторонам улицы, очевидно, д л я 
почтальона выгоднее с н а ч а л а о б с л у ж и т ь все дома на одной стороне 
улицы, а затем перейти па д р у г у ю сторону. Его стратегия в конце 
концов зависит только от р а с п о л о ж е н и я домов. Одним из интересных 
у п р а ж н е н и й я в л я е т с я выбор кратчайшего п у т и д л я п е с к о л ь к и х 
типичных к о н ф и г у р а ц и й . В этой задаче асимптотический случай 
дает хорошую основу д л я и с п о л ь з о в а н и я интуиции , к о т о р а я подска­
зывает, что к р а т ч а й ш и й путь р а в е п сумме удвоенной д л и н ы у л и ц ы 
и ее ш и р и н ы . Эта величина во всех д р у г и х с л у ч а я х я в л я е т с я верхней 
г р а н и ц е й д л я п у т и , который проходит п о ч т а л ь о н . В д а й н о й книге 
будет дано несколько примеров , и л л ю с т р и р у ю щ и х получение 
и использование асимптотических р е з у л ь т а т о в . 

Следующие обозначения иногда о к а з ы в а ю т с я полезными в зада­
ч а х , с в я з а н н ы х с асимптотическими р а з л о ж е н и я м и и д р у г и м и п р е ­
дельными соотношениями. В ы р а ж е н и е / (х) — О (g (х)) п р и х —У- Х 0 

означает , что существует п о л о ж и т е л ь н а я величина А, т а к а я , что 
I / (х) \ Ag (х) п р и X —V х0. Е с л и ничего не говорится о соотноше­
нии X —»- х0, то запись О означает , что | / (х) ) ^ Ag (х) п р и всех х. 
Н а п р и м е р , f (х) = О (1) означает , что / (х) — о г р а н и ч е н н а я функ­
ц и я . Имеют место соотношения 

sin X = О (\ X I), (х + I ) 2 = О (1) п р и X - > О, 
sin X = 0 ( 1 ) , (х + I ) 2 = О (о;2) при . г ^ о о . 

В ы р а ж е н и е / (х) = о (g (х)) означает , что / (x)/g (х) - > 0 п р и х ->- х0. 
Т а к , например , 

sin X = о (х2), X — 1 = о (х2) п р и X —>• оо. 

В ы р а ж е н и е о (1) означает , что ф у н к ц и я стремится к н у л ю п р и 
X - ь х0. В ы р а ж а п и е / (х) ~ g (х) означает, что / (x)lg (х) ->• 1 п р и 
X —•»- х0. 



Основные понятия: примеры задач и методов 59 

Пример [15а]. Предположим, что дано положительное целое 
число п и требуется определить N — максимальное число непере­
с е к а ю щ и х с я пар п о л о ж и т е л ь н ы х чисел с р а з л и ч н ы м и суммами, 
которые все меньше п. Н а п р и м е р , п р и п = 10 получаем три п а р ы 
( 1 , 8), (2, 6) и (3, 4). Н и одни из членов к а ж д о й п а р ы не встречается 
ни в к а к о й д р у г о й паре , и, следовательно , они не пересекаются . 

Решение. П о с к о л ь к у имеется N п а р , п о л у ч а е м 2N чисел , сумма 
которых не д о л ж н а превосходить 1 - f 2 -f- . . . + 2ІѴ = Л г (2ІѴ+1). 
И з постановки задачи следует, что эта сумма не превышает 

(„ _ 1) + („ _ 2) + . . . + (n - N) = (2/1 - N - 1 ) . 

Эти два соотношения дают N (2N + 1) ^ (іѴ/2) (2іг — N — 1), и л и 
N ^ (2/i — 3)/5. Т е п е р ь если ft — н а и б о л ь ш а я ц е л а я часть /г/5, то 
п а р ы ( 1 , 4ft), (3, 4ft — 1), (5, 4ft — 2), . . ., (2ft — 1, 3ft + 1) и (2, 3ft), 
(4, 3ft — 1), (6, 3ft — 2), . . ., (2ft — 2, 2ft + 2) пе пересекаются 
и имеют различные суммы. Сумма любой п а р ы не превосходит 

2ft — 1 + 3ft + 1 = 5ft < п. 

Т а к к а к имеется (2ft — 1) п а р , у д о в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и я м задачи , 
п р и х о д и м к выводу, что 

i V > 2 f t - l > 2 l ) — 1 3. 
Это дает 

^ - 3 < 7 Ѵ < ^ _ . 

Теперь при п, стремящемся к бесконечности, N ведет себя к а к 2п/5. 
Т а к и м образом, можпо записать 

ѵѴ = ^ + 0 ( 1 ) , 

где О (1) означает ограниченную функцию, к о т о р а я в данном слу­
чае я в л я е т с я константой. Можно записать более сильное соотноше­
ние N — 2/г/5 п р и / г - > оо, так к а к отношение этих д в у х величин 
стремится к 1 п р и /г-*- оо. 

1.7. Примеры задач 

Существуют два общих подхода к постановке задач оптимиза­
ции , особенно в целых ч и с л а х . П р и первом из них задача формули­
р у е т с я п р и помощи общих качественных в ы р а ж е н и й , к а к в случае 
физических и л и геометрических задач . Н а п р и м е р , требуется найти 
максимальное число пластинок домино, к а ж д а я из которых п о к р ы ­
вает два к в а д р а т а , необходимое д л я п о к р ы т и я ш а х м а т н о й доски , 
из которой удалены квадраты в левом н и ж н е м и п р а в о м верхнем 
у г л а х . Д л я к р а т к о с т и будем классифицировать задачи, которые 
включают прострапствеппые соотношения между объектами, к а к 
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геометрические . Иногда т а к у ю задачу можно сформулировать алгеб­
раически , иногда нет. Второй подход к постановке задач оптимиза­
ции — алгебраический . Здесь соотношения в ы р а ж а ю т с я через алгеб ­
раические переменные. М е ж д у этими д в у м я подходами трудно п р о ­
вести четкую г р а н ь . Вообще г о в о р я , алгебраическая формулировка 
я в л я е т с я более предпочтительной , но часто геометрическая формули­
ровка обеспечивает более глубокое понимание задачи. 

Задачи в геометрической постановке 

Задача о делении лншш. Т р е б у е т с я разделить линию длиной 
N единиц на п отрезков , где n < N, так , чтобы длина каждого отрез ­
ка р а в н я л а с ь целому числу единиц, а произведение д л и н отрезков 
было м а к с и м а л ь н ы м . В алгебраической формулировке , если хг, . . . 
. . ., хп — д л и н ы п отрезков , то в задаче требуется выбрать п о л о ж и -

. n 
тельные целые числа xt, i = 1, . . . , п, которые максимизируют [ ] xt 

n 

п р и ограничении 2 xt = N. (В гл . 4 дается решение этой задачи. ) 

Задача о расположении монет. К а к о е максимальное число иден­
тичных монет диаметром 1 см можно у л о ж и т ь , п о к р ы в а я поверхность 
квадратного стола со стороной 1 м, чтобы н и к а к и е две монеты не 
п е р е к р ы в а л и с ь ? 

Задача о кокосовых орехах. Однажды п матросов н а б р а л и 
мешок орехов и р е ш и л и поделпть их утром. Н о ч ь ю один из матросов 
п р о с н у л с я и решил забрать свою долю. Ou о т л о ж и л d± орехов , т а к 
чтобы остаток д е л и л с я на п, н з а б р а л свою долю. Потом п р о с н у л с я 
другой матрос , о т л о ж и л d2 орехов из оставшейся к у ч и , поделил 
остаток на п частей и з а б р а л свою долю и т. д. В конце концов оказа ­
лось , что (т — 1) матросов з а б р а л и ночью свою долю, причем 
матрос i, i = 1, . . ., m — 1, о т к л а д ы в а л dL орехов , чтобы остаток 
д е л и л с я на п. Утром все п матросов о т л о ж и л и dm орехов из того, 
что осталось , и р а з д е л и л и остаток м е ж д у собой поровну . К а к о е 
минимальное число орехов первоначально должно быть в мешке , 
чтобы в результате к а ж д ы й матрос п о л у ч и л х о т я бы по одному 
ореху [14]? (См. решение этой задачи в г л . 3.) 

Задача о бомбардировщике. Пусть имеется п целей , р а з б р о с а н ­
ных на большой территории . К а ж д о й ц е л и приписывается одно из 
трех возможных значений ценности 1, 2, 3; большее число соответ­
ствует большей ценности. Самолет с фиксированным запасом горю­
чего и м а к с и м а л ь н о й бомбовой н а г р у з к о й 3200 кг д о л ж е н разбомбить 
р я д целей за один вылет и в е р н у т ь с я на базу . Имеются т р и типа 
бомб: по 200 кг , которые могут р а з р у ш а т ь ц е л и с ценностью 1; по 
400 кг , которые могут р а з р у ш а т ь ц е л и с ценностями 1 и 2, и по 800 к г , 
которые могут р а з р у ш а т ь ц е л и с ценностями 1, 2 или 3. Самолет 
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может нести не более 12 бомб. Р а с х о д горючего п р о п о р ц и о н а л е н весу 
самолета , который зависит от веса неистраченного бомбового г р у з а 
и количества имеющегося горючего. Считается , что а т а к о в а н н а я 
цель полностью р а з р у ш а е т с я . Оптимальный выбор ц е л е й определяет 
порядок , в котором з а г р у ж а ю т с я , а потом сбрасываются бомбы. 
Б о м б ы какого типа и к а к о й порядок з а г р у з к и обеспечивают р а з р у ­
шение целей с наибольшей суммарной ценностью? 

Задача о фальшивой монете. Пусть дапы рычажные весы и множе­
ство монет, среди которых имеется одна ф а л ь ш и в а я монета. В поисках 
фальшивой монеты на обе ч а ш к и весов кладут одинаковое количество 
монет. Т р е б у е т с я т а к ж е определить , легче ИЛИ т я ж е л е е ф а л ь ш и в а я 
монета, чем н а с т о я щ а я . П р и помощи фиксированного числа взвеши­
в а н и й п н у ж н о найти максимальное число монет, среди которых 
еще можно выделить ф а л ь ш и в у ю , и определить , легче или т я ж е л е е 
она , чем н а с т о я щ а я [5] . (Обсуждение этой задачи см. в гл . 3.) 

Задача о четырех цветах. Ч е м у равно наименьшее число цветов , 
с помощью которых можно р а с к р а с и т ь области пр о и з в о л ьно й плоской 
к а р т ы так , чтобы п п к а к п е две области, имеющие общую г р а н и ц у 
(не просто точку) , не были р а с к р а ш е п ы в одни цвет? Чему равно 
наибольшее число областей, которые можно р а с к р а с и т ь четырьмя 
ц в е т а м и ? (Алгебраическую ф о р м у л и р о в к у задачи см. в гл . 5, а более 
подробное обсуждение — в гл . 2.) 

Задача о наименьшем числе пересечении. П о л н ы й граф с п верши­
нами, начерченный на плоскости , представляет собой граф , полу­
ченный путем соединения простой к р и в о й к а ж д о й п а р ы из п вершин. 
Среди все возможных р е а л и з а ц и й графа найдите ту, к о т о р а я имеет 
наименьшее число пересечений простых к р и в ы х в точках , отличных 
от п данных вершин . Две простые кривые могут пересекаться не 
более чем в одной точке , к о т о р а я не я в л я е т с я вершиной . (Обсужде­
ние этой задачи см. в гл . 2.) 

Задачи в алгебраической постановке 

Задача о распределении рабочей силы [26]. Пусть имеется 
m рабочих специальностей , п видов работ и заданы средние зпаченпя 
Cjj производительности рабочего і-й специальности п р и выполнении 
/ -й работы. Т р е б у е т с я задать назначение x;j і-то рабочего на ;-ю рабо­
ту (величина хГ] р авна п у л ю пли единице) д л я всех і и / так , чтобы 

77. 771 

с у м м а р н а я производительность У] У] c^Xjj всех рабочих была бы 
з = 1 і = і 

максимальна при ограничениях 
п 

5 Я І 7 < Я І * і = і, . . . , m, 
i = i 

771 

S Xij<bj, / = 1, . . . , n, 
i = l 
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где at означает число рабочих H i специальности , a bj — число работ 
типа / . 

Транспортная задача. Предположим, что однородный продукт 
отправляют из m пунктов в п пунктов н а з н а ч е н и я , причем пз каждого 
пункта о т п р а в л е н и я вывозится определенное количество продукта, , 
а в к а ж д ы й п у н к т н а з н а ч е н и я ввозится тоже определенное количе­
ство продукта , так что суммарные количества ввозимого и вывози­
мого продуктов р а в н ы . Пусть at — количество продукта , вывози­
мого из п у н к т а о т п р а в л е н и я і (і = 1, . . ., m), a bj — количество 
продукта , ввозимого в п у н к т н а з н а ч е н и я / (j = 1, . . ., ??); это 
известные величины. Тогда 

m п 
V „ . _ V 
ZJ а і — S-l °Ji 

i=l i=l 
где аи bj ^ 0 п р и всех i, j . 

Пусть Xu — неизвестное количество продукта , который над» 
перевозить из пункта і в п у н к т н а з н а ч е н и я ;'. Тогда 

п 

S Xij = ah i = l , . . ., m, 
m 

S x i j = bji 7 = 1» • • • 5 n i 
i=l 

Xjj ^ 0 прп всех i n j . 

Пусть си — стоимость перевозки единицы продукта пз пункта г 
в пункт j . Эти величины т а к ж е заданы. З а д а ч а состоит в том, чтобы 
найти xtj, которые удовлетворяют у к а з а н н ы м выше ограничениям 
и минимизируют функцию 

n m 

2 S c i j x i j j=l i=l 
(Решение примера см. в г л . 5.) 

Задача о поставщике. П о с т а в щ и к у известно, что столовой, кото­
рую ои договорился о б с л у ж и в а т ь в течение п длен , требуется г ; ( ^ 0 ) 
свежих салфеток в течение /-го дня , где 7 = 1, . . ., п. Стирка обыч­
но занимает р дней, т. е. г р я з н а я салфетка , п о с л а н н а я в прачечную 
с р а з у ж е после того, к а к ее и с п о л ь з о в а л и на /'-и день, снова будет 
пригодна к использованию на (/ + р) -й день. Однако п р а ч е ч н а я 
за более высокую цепу может возвращать салфетки через q < р дней 
{р и q — целые числа) . Е с л и у поставщика пет на р у к а х или в прачеч­
ной пригодных к использованию салфеток , то . чтобы удовлетворить 
потребности столовой, он может купить их по а центов за ш т у к у . 
Стирка одной салфетки стоит b центов , а срочная стирка — с центов. 
К а к должен действовать поставщик , чтобы удовлетворить потреб­
ности столовой и минимизировать своп расходы за п дней 19] ? 
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Задача о закупках [23]. К а ж д ы й к о р а б л ь предназначен д л я 
в ы п о л н е н и я определенных функций с использованием электронной 
а п п а р а т у р ы . Д л я в ы п о л н е н и я кораблем ф у н к ц и и ; р а з р е ш а е т с я 
получить ие более bj единиц а п п а р а т у р ы , и, х о т я к а ж д а я единица 
а п п а р а т у р ы в принципе может в ы п о л н я т ь несколько функций , 
предполагается , что , будучи установленной , она выполняет только 
одну из них . Имеется m типов а п п а р а т у р ы , п а п п а р а т у р у і-го типа 
надо р а с п р е д е л я т ь , у ч и т ы в а я , что в р а с п о р я ж е н и и имеется at единиц 
а п п а р а т у р ы . З а д а ч а состоит в том, чтобы распределить по к о р а б л я м 
имеющуюся в р а с п о р я ж е н и и а п п а р а т у р у всех типов н а и л у ч ш и м 
образом. 

П р е д п о л о ж и м , что мы ввели множество величин c;j-, представляю­
щ и х собой ценность (измеренную в приемлемых единицах) от исполь­
з о в а н и я а п п а р а т у р ы типа і д л я в ы п о л н е н и я ф у н к ц и и j . Эти величины 
о п р е д е л я ю т с я т а к и м образом, что c,:j- > chh означает , что использо­
вание одной единицы а п п а р а т у р ы і-го типа д л я в ы п о л н е н и я функ­
ц и и / (назовем это распределением ij) предпочтительнее , чем исполь­
зование а п п а р а т у р ы к-то типа д л я выполнения ф у н к ц и и h (рас-
пределеппе kh). Кроме того, сц = wchh означает , что распределение 
i, j в w р а з выгоднее, чем распределение к, h. 

П р и условии, что з а д а п ы суммарные з а т р а т ы M и стоимости 
единицы а п п а р а т у р ы каждого тппа pt, требуется определить , к а к 
надо распределить деньги д л я з а к у п к и а п п а р а т у р ы , чтобы эффект 
от и с п о л ь з о в а н и я закупленного оборудования был оптимальным. 
В хорошем плане з а к у п о к , конечно, д о л ж н а быть учтена а п п а р а т у р а , 
к о т о р а я х р а н и т с я на складе или з а к а з а н а , и принято во внимание 
то , к а к предполагается использовать з а к у п л е н н у ю а п п а р а т у р у на 
к о р а б л я х . Поэтому з а к у п к и и распределение а п п а р а т у р ы следует 
рассматривать совместно. Задача формулируется к а к задача линей­
ного п р о г р а м м и р о в а н и я следующим образом: требуется найти 

max У] У\ сцхц 
i з 

п р и ограничениях 

3 

i 

i 

где Xu, УІ^О — неотрицательные целые числа , i = 1, 2, . . ., m; 
7 = 1, 2, . . ., гг. Величины yt означают количество а п п а р а т у р ы 
каждого типа , которое должпо быть з а к у п л е н о . 

Построение наилучших схем ступепчатого включения в телефо­
нии [24, 25]. П р а в и л о построенпя н а и л у ч ш и х схем ступенчатого 
включения при формировании телефонных пучков было предложено 
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Д ж . Ф. О ' Д е л л о м в 1927 г. , и оно принято в телефонных с л у ж б а х 
во всем мире . 

Схема подключения состоит из п г р у п п , к а ж д а я пз которых 
имеет по к контактов , а всего образовано R пучков . К о н т а к т ы 
в к а ж д о й группе пронумерованы 1, 2, . . ., к. К о н т а к т ы с одинако­
выми п о р я д к о в ы м и номерами, по п р и н а д л е ж а щ и е разпым г р у п п а м , 
могут 'образовывать индивидуальные лпнип , п у ч к и , доступные только 
д л я части н а г р у з к и , и п у ч к п , доступные всем вызовам (фиг. 1.15). 

E E Œ E F E F F E 
ЕсгЕЕЕЕЕЕЕЕ 

Ф п г. 1.15. Дпаграшіа лрп п = 6, к = 10, R = 20. 

В этой с т р у к т у р е имеется в виду , что к ^ R ^ кп, где предель­
ные с л у ч а и R = к и R = кп соответствуют п у ч к а м , доступным всем 
вызовам, п н а л и ч и ю только и н д и в и д у а л ь н ы х л и н и й . 

Чтобы п р а к т и ч е с к и построить н а и л у ч ш у ю схему подключения 
п р и заданных п а р а м е т р а х п, к и R, число г р у п п п р а з л а г а е т с я на 
множители , т ак что п о л у ч а е т с я q сомножителей / , (і = 1, . . ., g), 
р а с п о л о ж е н н ы х в порядке возрастания : 

1 = / і < /а < . . . < < U = »• 
Все номера контактов р а з б и в а ю т с я на Q классов в соответствии со 
значениями /,•; все контакты с одинаковым номером, отнесенные 
к і-му к л а с с у , объединяются в п у ч к и по / г контактов (і = 1, . . ., q). 
Следовательно, все контакты с одинаковым номером, отнесенные 
к і-му классу , р а з б и в а ю т с я на число пучков (в к а ж д о м по ft контак ­
тов) , равное nlfi-

Пусть ХІ — число р а з л и ч н ы х номеров контактов , пз которых 
образуются / г к р а т н ы е п у ч к п . Следовательно, полпое число пучков 
равно 

g g 

i = i t = i 
где 0 ^ Xi ^ к, к = i, . . ., q. Согласно п р а в и л у наилучшего 
построения схемы подключения , оптимальное разбиение будет п р и 
минимальной сумме модулей последовательных разностей 

D = I хг — х2 I + I х2 — х3 I + . . . + I xq_x — xq |. 

О ' Д е л л о п у б л и к о в а л таблицы оптимальных решений (при дан­
ных к, п и R), но в них ничего ие было сказано о возможности 
неединственных решений. Существование и единственность опти­
мальных решений р а с с м а т р и в а л Спеки (см. г л . 4). 
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Задача р а с п р е д е л е н и я л е т н ы х экипажем. А в и а к о м п а н и я хочет 
минимизировать расходы, связанные с назначением э к и п а ж е й на 
беспосадочные полеты м е ж д у двумя городами. З а д а ч а состоит в том, 
чтобы найти оптимальное расписание назначений . М а т р и ц у п л а т е ж е й 
можно представить в виде 

Э к и п а ж 1 Э к и п а ж 2 Э к и п а ж m 
Рейс 1 1 О 
Рейс 2 0 1 
Рейс 3 1 О 

Рейс п О 

Здесь 1 и 0 относятся к с л у ч а я м , когда команда выполняет дан­
н ы й рейс и ие выполняет . Расходы при назнач ени и э к и п а ж а і на 
п рейсов р а в н ы c;-, j = і, . . ., т. П о с к о л ь к у к а ж д ы й рейс выполняет 
одна команда , сумма элементов в к а ж д о й строке д о л ж н а быть равна 
единице. З а д а ч и такого типа решались методом с е к у щ и х плоскостей . 
Согласно данным ГДнппера, в р е м я типичного р е ш е н и я с матрицей , 
состоящей из 350 строк и 3000 столбцов, на I B M 7094 составляет 

- 45 мин. 

Задача о г р а ф и к е д в и ж е н и я т а н к е р о в [ 4 ] . . З а д а ч у определения 
минимального числа танкеров , необходимых д л я того, чтобы выдер­
ж а т ь определенный график , можно рассматривать к а к задачу линей­
ного п р о г р а м м и р о в а н и я типа транспортной задачп . 

З а д а ч у составления г р а ф и к а можно сформулировать следующим 
образом: 

П у н к т ы р а з г р у з к и 

1 2 J 

П у н к т ы 1 
заполнения 2 

t n t n . Ли 
• Lii ^12^12 • 

J i i 2 
• ll« <Aj • • • 4j 

t pit pi • 
/ ' ' p i 

tplPpî • 
.kpo 

• bPi tpßpj • 
ihPJ 

• • cpj 

Здесь p — п у н к т з а п о л н е н и я , / — пункт р а з г р у з к и , кР]- — последний 
элемент в клетке pj, tvj — момент времени, в который танкер д о л ж е н 
быть полностью заполнен в пункте р и отправлен в п у н к т / . К о л и ­
чество величин tPj конечно. З а д а ю т с я два массива п о л о ж и т е л ь н ы х 
чисел аРі и Ърі, где арі — время п р о х о ж д е н и я з а г р у ж е н н о г о танкера 
от р до } , a bPj •— в р е м я п р о х о ж д е и и я н е з а г р у ж е н н о г о т а н к е р а от 
/ к р. 

З а д а ч а состоит в том, чтобы р а с п о л о ж и т ь числа tPj в S последо-
довательпостей , где к а ж д а я последовательность представляет собой 
5 - 0 1 0 3 7 



66 Глава 1 

график д л я одного танкера так , чтобы в ы п о л н я л и с ь следующие 
у с л о в и я : 

1. К а ж д а я последовательность монотонно возрастает . 
2. Е с л и t\\jt •< tkp\j? — последовательные числа в одной из 

S последовательностей, то £ Р ; Ь — ^ °vâl + bp„j„, что означает , 
что сумма времени, требуемого д л я з а п о л н е н и я танкера в рх и пере­
хода к ] г , и времени, требуемого д л я р а з г р у з к и в Д и перехода 
к п у н к т у р 2 , не может быть больше, чем разность двух моментов 
о т п р а в л е н и я танкера из пунктов з а п о л н е н и я . 

3. Ч и с л о последовательностей S должно быть минимальным. 
З а д а ч у о т а н к е р а х можно переформулировать к а к задачу л и н е й ­

ного п р о г р а м м и р о в а н и я следующим образом: д л я удобства примем, 
что tpj, apj и bPj — положительные числа . Определим 

Tvj — (tpj - j - dpj) 

к а к в р е м я , когда т а н к е р , з аполненный в р, прибывает в j . П у с т ь 
пар — число танкеров , з а г р у ж а ю щ и х с я в р в момент a, N^j — 
чнсло т а н к е р о в , н а х о д я щ и х с я в пункте / в момент ß, и Харіі]- — число 
т а н к е р о в , н а п р а в л я ю щ и х с я в момент ß пз п у н к т а ; в п у н к т заполне­
н и я р, а — в р е м я прибытия . Тогда прп любом графике будут выпол­
н я т ь с я следующие неравенства : 

а ' р (1.4) 

ß, i 
ХарѴ>0, (1.5) 

где bpj > a — ß означает , что Хар$] = 0. Неравенства (1.4) можно 
превратить в систему равенств , которые соответствуют задаче типа 
транспортной , путем введения неотрицательных вспомогательных 
переменных Хар, Г Р ; - и Z = У] 2 Xapf,j. Неравенства (1.4) теперь 

а,р Р,і 
можно переписать в виде 

а, р 

S Xap$j -J-Х а р = Пар, Хар^>0, 
Р ' і -, (1.6) 

Z J Xap + Z= У> " а р , Z > 0 , 
а, р а,р 

Р, i ß, з 

Т а к и м образом, любой г р а ф и к приводит к целочисленному решению 
неравенств (1.5) и у р а в н е н и й (1.6). Г р а ф и к можно т а к ж е составить , 
о т п р а в л я я с ь от целочисленного р е ш е н и я (1.5) или (1.6). З а д а ч у 
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составления г р а ф и к а д в и ж е н и я танкеров можно свести к задаче 
минимизации У] Хар на множестве целочисленных решений (1.5) 

ар 
И (1.6). 

Г р а ф и к можно составить , исходя из целочисленного решения , 
следующим образом: Хар — число танкеров , начинающих свой инди­
в и д у а л ь н ы й г р а ф и к в момент а в пункте р; всего будет п е р е г р у п п и р о ­
вано Хар последовательностей, первым членом которых будет tpj = а . 
И с к л ю ч и м один т а к о й член гроі. = а 0 из t; пусть ß 0 •= Tp\jt = 
= а0 + <y.PaU. П о с к о л ь к у iV P o J - o > 0, х о т я бы одна из переменных 
^«pßoj'o' ^ P O J ' O

 и м е е т положительное значение. Выберем одно пз н и х . 
Случай 1. Е с л и выбрано значение Х а і Р і М о > 0, то некоторое 

tp'j = n a i P l > 0. Сделаем ах вторым членом последовательности-
Вычтем ах из t и уменьшим X a i p ,p o J - 0 , i V ß o J - 0 , n a i P l на единицу. 

Случай 2. Е с л и выбрано значение y p 0 j 0 > 0, то последователь ­
ность о к а н ч и в а е т с я на ос0. У м е н ь ш и м Ур 0 і 7- 0, Npj0 на единицу . 

В случае 1 пусть = Гр ,^ = ах + оср^, и рассмотрим з н а ч е н и я 
переменных -Харр^-,, ^р^- , ; одна из них д о л ж н а быть положительной . 
Перейдем к случаю 1 пли 2, но теперь а х будет играть роль а„ . Повто­
рение этой процедуры в конце концов должно з а к о н ч и т ь с я выбором-
некоторого Y$ $ > 0, и, таким образом, одна из последовательно­
стей будет закончена . Д р у г и е последовательности можно получить 
таким же способом. 

Задача о связп через с п у т н и к и . Рассмотрим спутник с в я з и 
типа Телестар , д л я которого известны отрезки времени, когда он 
доступен д л я комплексов средств связи . (Задача о стационарном 
спутнике типа Сником я в л я е т с я более простым частным сл у ч аем 
данной модели [21].) 

З а д а ч а состоит в том, чтобы составить расписание сеансов с в я з и 
между п а р а м и станций через спутник д л я обмена информацией . 
К а ж д а я т а к а я п а р а считается н а п р а в л е н и е м с в я з и . В р е м я , в течение 
которого спутник на к а ж д о й пз своих орбит может п о д д е р ж и в а т ь 
с в я з ь , задано . Н а с п у т н и к а х установлено заданное число ду п л екс ­
ных (двусторонних) передатчиков , причем к а ж д ы й передатчик имеет 
з аданную емкость к а н а л а . Т р е б о в а н и я , п р е д ъ я в л я е м ы е каким-то 
направлением с в я з п , з адаются в виде числа передатчиков и к о л и ­
чества времени. Станция может использовать спутник д л я с в я з и 
с д р у г о й станцией с помощью любого числа спутниковых передатчи­
ков . Однако в то ж е в р е м я остальные передатчики могут быть и с п о л ь ­
зованы д л я н у ж д д р у г и х н а п р а в л е н и й с в я з п . З а спутником следит 
р а д и о л о к а ц и о н н а я антенна , и причем одна антенна не может следить-
за д в у м я с п у т н и к а м и одновременно. Е с л и на некотором направлении! 
связи может быть использована дополнительная а п п а р а т у р а для" 
с л е ж е н и я , то с в я з ь по этому н а п р а в л е н и ю можно поддерживать-
более чем через один спутник . П р и необходимости поддерживать-

5.* 
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с в я з ь в дальнейшем д о п о л н и т е л ь н а я антенна готовится к слежению 
за следующим по расписанию спутником, который попадет в зону 
видимости радиолокатора . Мы считаем, что каждое н а п р а в л е н и е 
с в я з и располагает достаточным числом антенн и к а ж д ы й спутник 
имеет достаточное число приемпо-передающпх устройств д л я того, 
чтобы в ы п о л н я л и с ь т р е б о в а н и я программы сеансов связп . (Эта задача 
будет сформулирована в гл . 5 к а к задача целочисленной оптимизации. ) 
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Глава 2 

геометрии ее ко ü оптимизации 

2 .1 . Введение 

Экстремальные задачи , и л и задачи оптимизации, можно рас­
с м а т р и в а т ь абстрактно в терминах множеств и преобразовании на 
множествах . Обычно задача состоит в том, чтобы найти д л я неко­
торой области, к о т о р а я подвергается преобразованию, м а к с и м а л ь ­
ный элемент в множестве принимаемых значений. Последнее часто 
представляет собой множество действительных чисел . Иногда ставит­
с я о б р а т н а я задача: при условии , что заданы некоторые о г р а н и ч е н и я 
на множество принимаемых значений , требуется найти в некотором 
смысле максимальное пли минимальное свойство области определе­
н и я функции , б л а г о д а р я которому ее можно отобразить во множество 
принимаемых значений. Естественно, все п р е о б р а з о в а н и я можно 
использовать д л я о т о б р а ж е н и я множества в себя или в своп под­
множества . 

В табл . 2.1 у к а з а н ы некоторые общие темы, где встречаются 
геометрические экстремальные задачи . Н а п р о т я ж е н и и всей г л а в ы 
в н а ч а л е каждого раздела будет д а в а т ь с я краткое обсуждение таких 
задач . 

Н а ш а цель здесь состоит в том, чтобы изучить задачи , в которых 
т р е б у е т с я д и с к р е т н а я оптимизация , т. е. вопросы типа: существует 
не меньше и пе больше (минимум или максимум) объектов такого-то 
вида , и у к а з а т ь методы определения этих значений (точные, при­
б л и ж е н н ы е или асимптотические) . Т а к и м образом, в общем случае 
будем искать верхние и н и ж н и е г р а н и ц ы , а т а к ж е минимальные 
и м а к с и м а л ь н ы е значения ф у н к ц и и , з а д а н н о й на соответствующим 
образом определенном множестве и принимающей действительные 
з н а ч е н и я . Н е т необходимости говорить , что т а к а я ф у н к ц и я редко 
з а д а е т с я в явном виде. П р и помощи соответствующей процедуры 
о ц е н и в а н и я можно добиться точного ответа. (См., н а п р и м е р , задачу 
об у п а к о в к е к р у г о в на плоскости , ра зд . 2.8.) 

В р а з д . 2.2 будет приведено несколько примеров , в которых д л я 
п о л у ч е н и я оптимума используются с о о б р а ж е н и я симметрии. Кроме 
специального и с п о л ь з о в а н и я симметрии п л и представления задачи 
(если возможно) в виде стандартной алгебраической задачи , нет 
ни одного прямого метода ф о р м у л и р о в к и и решения геометрических 
задач , в которых требуется проведение оптимизации . А н а л и з разно­
образных примеров я в л я е т с я сам по себе мощным средством р е ш е н и я 
вновь в о з н и к а ю щ и х задач . 



Таблица 2.1 

Оптимизация в дискретной геометрии 

Прямое пере­
числение под­

множеств в не­
котором соотно­
шении, напри­

мер задача 
о пересечении 

в полном 
графе 

Разбиения 
пространства 

и подмножеств 
(максимальное 
число); разло­
жения, разре­
зы, перегруп­

пировка в но­
вые множества; 

полпомиио 

Расстояния, площади, 
объемы и обобщенные меры 

[ 

Геодезиче­
ские линии 
на многооб­

разиях; 
кратчайшие 
и длинней­

шие пути 
I 

Изоперпме-
трпческпе 

задачи 

На многогранниках; Двух- п-точеч-
длиинейшие пути точеч- пики 

и контуры ншш I 

Геометрическая 
теория чисел; 

упаковка, покры­
тие и замощение 

(мозаика) с исполь­
зованием пра­

вильных и не­
правильных фигур 

в «-мерном про­
странство, па сфе­
рах и в простран­
ствах постоянной 
кривизны; решет­

ка и общие 
вопросы 

Произволь­
ное распо­

ложение 

Целочислен­
ные рас­
стояния 

I 
Круг 

и сфера 

Потокп в сетях 
I 

Несколь­
ко источ­

ников 
и стоков 

Несколь­
ко видов 
потоков 

Стоха­
стиче­

ские 

Мпогоуголь- Задача В подмножествах, 
нпкн и много- Платона например в совокуп-

граннпкн иостях клеток 

Упаковка 

Круги и сферы 

н-мериого 
пространства 
выпуклыми 

многогранни­
ками 

Замощение 

Подмножеств, 
например 

кристаллами 
и медовыми 

сотами 

Выпуклые объекты 

Раскрашивание 
карт иа 

многообразиях 

Покрытие 
(однократное 

и многократное) 

Круги и сферы Выпуклые объекты 
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Н е все обширные темы, приведенные в табл . 2 .1 , могут быть 
достаточно полно рассмотрены в одной главе . П о с к о л ь к у н а ш а ц е л ь 
состоит в многосторопнем и з л о ж е н и и предмета, будем использовать 
интересные примеры. Д л я тех , кто хочет г л у б ж е изучить этот пред­
мет, приводится большой список л и т е р а т у р ы . 

2.2. Симметрия и о п т и м и з а ц и я 

Существование симметрии — это основное условие д л я р е ш е н и я 
многих задач , которые иначе было бы трудно решить . Иногда несим­
метричную задачу можно представпть к а к часть более ш и р о к о й 
задачи , обладающей свойством симметрии, что приводит к решению 
несимметричной задачи . Решение исходной задачи можно получить 
из р е ш е н и я более ш и р о к о й задачи , которую можно рассматривать 
к а к ее обобщение. В е р о я т н о , полезно помнить девиз : чтобы макси­
мизировать или минимизировать, надо симметрировать. 

П р и м е р . Рассмотрим игру на п р я м о у г о л ь н о й доске. Д в а и г р о к а 
п о очереди у к л а д ы в а ю т на доскз^ монеты т а к , чтобы они не п е р е к р ы ­
в а л и с ь . Тот , кто последним п о л о ж и т монету на еще свободное место, 
побеждает . К а к надо и г р а т ь ? 

Решение. Очевидно, что тот, кто делает первый ход и помещает 
свою монету в центр , выиграет . Он добьется этого, п о м е щ а я к а ж д у ю 

-свою монету симметрично соответствующим монетам соперника , 
т . е. на л п ш ш , п р о х о д я щ е й через центр доски, п последнюю монету 
п р о т и в н и к а на том ж е расстоянии с другой стороны от центра доски. 
Конечно , использование д р у г и х видов симметрии тоже приводит 
его к победе. 

У п р а ж н е н и е 2 . 1 . Н а з о в и т е еще две стратегии, использующие 
симметрию, которые приводят к победе в этой игре . 

П р и м е р . П р и условии , что задан равносторонний т р е у г о л ь н и к 
рассмотрим к р и в у ю , к о т о р а я н а ч и н а е т с я в некоторой точке на одной 

стороне т р е з т о л ь н и к а и оканчивается в неко ­
торой точке на другой стороне. Т р е б у е т с я опре­
делить форму к р и в о й наименьшей длины, кото­
р а я делит площадь т р е у г о л ь н и к а на две р а в ­
ные части [85]. 

Решение. П р е д п о л о ж и м , что мы провели 
к р и в у ю , к о т о р а я делит т р е у г о л ь н и к на две р а в ­
ные части . Отобразим треугольник симметрично 
относительно одной из двух сторон, с о д е р ж а ­
щей конечную точку этой к р и в о й . Отобразим 
образ относительно стороны, содержащей д р у ­

гую конечную точку , затем отобразим этот образ и т. д . , пока не 
получим ш е с т и у г о л ь н и к . К р и в а я п р е в р а т и т с я в з а м к н у т у ю к р и ­
вую в н у т р и ш е с т и у г о л ь н и к а (фиг. 2.1). Эта к р и в а я делит п л о щ а д ь 
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ш е с т и у г о л ь н и к а на две равные части. К р и в а я наименьшей д л и н ы 
о х в а т ы в а ю щ а я половину площади ш е с т и у г о л ь н и к а , представляет 
собой о к р у ж н о с т ь с тем же центром, что и у ш е с т и у г о л ь н и к а . Т а к и м 
образом, и с к о м а я к р и в а я я в л я е т с я дугой о к р у ж н о с т и (см. теоре­
му 2.6 об этом свойстве окружности . ) 

Упражнение 2 .2 . Определите форму простой з а м к н у т о й к р и в о й 
м и н и м а л ь н о й длины, з аключенной в н у т р и равностороннего тре­
у г о л ь н и к а , к о т о р а я охватывает половину площади т р е у г о л ь н и к а . 
Воспользуйтесь с о о б р а ж е н и я м и непрерывности относительно пло­
щади , которую ограничивает к р и в а я . 

Д р у г и м примером и с п о л ь з о в а н и я симметрии п р и оптимизации 
я в л я е т с я задача справедливого д е л е ж а (см. г л . 3), в которой тре ­
буется разделить пирог на п частей так , чтобы к а ж д ы й участник 
п о л у ч и л , по его мнению, справедливую долю. В действительности 
это тоже п р и м е р . оптимизации , х о т я на первый в з г л я д здесь нет 
ни максимизации , ни минимизации . 

Пример. (Не слишком много и не слишком мало.) Пусть имеются 
ч а ш к а с кофе п ч а ш к а с молоком, в к а ж д у ю из которых налито оди­
наковое количество ж и д к о с т и . Столовую л о ж к у молока переливают 
в ч а ш к у с кофе и после тщательного п е р е м е ш и в а н и я , чтобы сделать 
смесь однородной, с толовая л о ж к а этой смеси п е р е л и в а е т с я обратно 
в ч а ш к у с молоком. П о к а ж и т е , что в ч а ш к е с кофе содержится столько 
ж е молока , с коль ко и кофе в ч а ш к е с молоком. 

Решение. Можно дать аналитическое доказательство , в котором 
будет фигурировать д о л я молока в ч а ш к е с кофе (та ж е д о л я будет 
и в столовой ложке) и д о л я кофе в ч а ш к е с молоком. 

Можно дать следующее простое доказательство , ие з ависящее 
от однородности п е р е м е ш и в а н и я , в котором и с п о л ь з у ю т с я соображе­
н и я симметрии. П о с к о л ь к у в обеих ч а ш к а х имеется одинаковое 
количество жидкости , то количество молока , добавленного в кофе, 
должно быть равно количеству кофе, добавленного в ч а ш к у с м о л о к о м . 

Пример. (Применение принципа отражения [43, 44].) Предполо­
ж и м , что дай многоугольник и н е к о т о р а я точка на одной пз его 
сторон. Т р е б у е т с я найти к р а т ч а й ш и й путь , который начинается 
в данной точке , к а с а е т с я некоторых п л и всех д р у г и х сторон и затем 
возвращается в исходную точку . К а к н а й т и этот п у т ь ? 

Решение. Ответ можно получить ие путем последовательного 
о п у с к а н и я п е р п е н д и к у л я р о в , а путем зеркального о т р а ж е н и я много­
у г о л ь н и к а относительно первой из сторон, которой д о л ж н а к о с н у т ь с я 
т р а е к т о р и я после исходной точки , затем о т р а ж е н и я образа относи­
тельно второй из сторон, которой д о л ж н а к о с н у т ь с я т р а е к т о р и я , 
и т. д. вплоть до последней нз сторон, которой д о л ж н а к о с н у т ь с я 
т р а е к т о р и я . 

Е с л и рассмотреть фигуру , полученную из исходного м н о г о у г о л ь ­
ника и всех его о т р а ж е н и й , н пометить образ исходной точки в послед-
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нем образе м н о г о у г о л ь н и к а , то можно получить ответ. Проведем 
п р я м у ю л и н и ю , соединяющую исходную точку с ее последним обра­
зом . Е с л и л і ш н я пересекает каждое отражение многоугольника , 
м о ж н о в з я т ь отражение этой л и н и и в исходном многоугольнике 
и получить тем самым искомый ответ. Е с л и оказывается , что л и н и я 
не пересекает некоторый образ м н о г о у г о л ь н и к а или часть л и н и и 

проходит вне конфигурации , сегменты 
кратчайшей л и н и и п р о в о д я т с я соответ­
ствующим образом от исходной точки 
к ее конечному образу . 

Т а к у ю ж е п р о ц е д у р у можно исполь ­
зовать д л я проведения кратчайшего 
пути , к а с а ю щ е г о с я р а з л и ч н ы х г р а н е й 
м н о г о г р а н н и к а , путем соответствую­
щих о т р а ж е н и й м н о г о г р а и п п к а отно­
сительно г р а н е й в требуемой после-
дователыіости . Н а фиг. 2.2 т р е у г о л ь -

0 ? b н и к abc отображен с н а ч а л а относи­
тельно be, затем относительно образа ab. 

Ф п г. 2.2. Сегмент рр" целиком л е ж и т в н у т р и 
ф и г у р ы , и его о т р а ж е н и е в abc дает 

искомый к р а т ч а й ш и й щ ' т ь , который определяет точку t на сто­
роне исходного т р е у г о л ь н и к а . Е с л и в качестве исходной т о ч к и 
в з я т ь г, то сегмент іт" бз^дет л е ж а т ь вне фигуры. В этом случае 
к р а т ч а й ш и й путь будет состоять из отрезка тс, а т а к ж е из о т р а ж е ­
н и я отрезка сг ". 

Упражнение 2 .3. Припишите координаты верпп.нам рассмотрен­
ного выше т р е у г о л ь н и к а ц проведите в ы ч и с л е н и я д л я п о л у ч е н и я 
р е ш е н и я задачи в виде формул д л я того, чтобы убедиться , н а с к о л ь к о 
это утомительно . 

Упражнение 2 .4 . Рассмотрите задачу о т ы с к а н и я кратчайшего 
пути , который н а ч и н а е т с я в данной точке м н о г о у г о л ь н и к а и к а с а е т с я 
з а д а н н о г о числа сторон, не в о з в р а щ а я с ь в исходную точку. 

Упражнение 2.5 [54а] . К а к найти кратчайшее расстояние между 
д в у м я т о ч к а м и иа поверхности м н о г о г р а н н и к а (определение в р а з ­
деле 2.3), к о н у с а и ц и л и н д р а ? ( Д л я ц и л и н д р а решением я в л я е т с я 
дуга в іштовой л и н и и , к о т о р а я обвивает ц и л и н д р и проходит через 
данные точки.) 

Указание: надо расплющить фигуры иа плоскости . 

Симметрия при подсчете 

Следующий элементарный пример хорошо иллюстрирует исполь­
зование симметрии п р и подсчете. 

Пример. Н а й д и т е число путей на фиг. 2.3, которые образуют 
слово « M A T H E M A T I C I A N » [66]. 



Методы геометрической оптимизации 75 

Решение 1. Можно пересчитать пути , ведущие «назад» от буквы і\ г . 
П р и подсчете в левой части т а б л и ц ы , в к л ю ч а я ц е н т р а л ь н ы й столбец, 
па к а ж д о м ш а г у н а з а д имеются два выбора . Т а к и м образом, это 

M 
М Д М 

M Д Т Д M 
M Д Т H Т Д M 

М А Т Н Е Н Т Д М 
M A T H . Е М Е Н Т Д М 

М Д Т Н Е М А М Е Н Т Д М 
М Д Т Н Е М Д Т А М Е Н Т Д М 

М А Т Н Е М А Т I Т Д М Е Н Т Д М 
М Д Т Н Е М А Т І С I Т Д М Е Н Т Д М 

М А Т Н Е М А Т 1 С I С І Т Д М Е Н Т А М 
М А Т Н Е М А Т I C I А І С I Т Д М Е Н Т Д М 

М А Т Н Е М А Т I С I A N A I С I Т Д М Е H T A M 

Ф и г. 2.3. 

дает 2 1 2 путей . У д в а и в а я это число и в ы ч и т а я ц е н т р а л ь н ы й столбец, 
учтенный д в а ж д ы , получаем 2 1 3 — 1 = 8191 путь . 

Решение 2. К а ж д ы й путь д о л ж е н начинаться с буквы л е ж а щ е й 
на границе , и о к а н ч и в а т ь с я в единственной букве N. П у т и , ц е л и к о м 
л е ж а щ и е в левой части т а б л и ц ы ( в к л ю ч а я в е р т и к а л ь н ы й путь ) , 
однозначно соответствуют словам пз двенадцати б у к в , каждое из 
которых выбирается из п а р ы ( / / , У), где / / означает горизонтальный, 
a F — вертикальный. Количество т а к и х слов равно 2 1 2 = 4096. 
Аналогично число путей , л е ж а щ и х ц е л и к о м в п р а в о й части таблицы 
(исключая в е р т и к а л ь н ы й путь ) , равно 2 1 3 — 1 = 4095. Т а к и м обра­
зом, общее число разных путей равно 8191, п о с к о л ь к у к а ж д ы й путь 
л е ж и т в одной из половин таблицы. 

П р и м е р . Элементарный пример и с п о л ь з о в а н и я симметрии дан 
Гауссом д л я вычисления суммы га чисел , о б р а з у ю щ и х арифметиче­
с к у ю прогрессию. Т а к , 

1 + 2 + 3 + . . . + га 

плюс (та ж е сумма, з а п и с а н н а я в обратном порядке) 

п + (п - 1) + (га - 2) + . . + 1 

дает после с л о ж е н и я к а ж д о г о члена н и ж н е й суммы со стоящим 
непосредственно над инм членом верхней суммы 

(га + 1) + (га + 1) + . . . + (п + 1) = га (га + 1), 

откуда следует , что сама сумма равна п (п + 1)/2. 

Симметрию можно использовать д л я п р е о б р а з о в а н и я несимме­
т р и ч н о й в ы п у к л о й ф и г у р ы в симметричную. Обычно это п р е о б р а з о ­
вание делается относительно точки , л и н и и , плоскости и т. д. Н а пло­
скости симметричное преобразование относительно л и н и и и л и фпкеи-
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рованноіі осп симметрии L з аменяет в ы п у к л у ю ф и г у р у новой сле­
дующим образом: к а ж д а я хорда С (отрезок линии , концы которого 
л е ж а т на в ы п у к л о й граничной кривой) фигуры, п е р п е н д и к у л я р н а я 
к L , перемещается вдоль своего п р о д о л ж е н и я в новое положение , 
симметричное относительно L . В результате п о я в л я е т с я фигура , сим­
м е т р и ч н а я относительно L . 

Д л я симметризации в ы п у к л о й фигуры относительно точки часто 
используется следующий метод: проводится полоса , определенная 
д в у м я п а р а л л е л ь н ы м и л и н и я м и , касательными к границе фигуры, 
и затем проводится н о в а я полоса , п е р п е н д и к у л я р н а я к ней, г р а н и ч ­
ные л и н и и которой р а с п о л о ж е н ы относительно точки , в з я т о й в каче­
стве центра симметрии, на таком ж е расстоянии , к а к граничные 
л и н и и исходной полосы. Е с л и повторять этот процесс д л я беско­
нечного числа в о з м о ж н ы х п а р п а р а л л е л ь н ы х л и н и й , то нх пере­
сечения образуют в ы п у к л у ю фигуру , симметричную относительно 
точки . (Другие п о н я т и я симметрии будут встречаться на п р о т я ж е н и и 
этой главы в р а з л и ч н ы х контекстах . ) 

2.3. Многоугольники и многогранники 

В этом разделе будут р а с с м а т р и в а т ь с я главным образом много­
у г о л ь н и к и н м н о г о г р а н н и к и (эти п о н я т и я будут часто встречаться 
в этой главе ) . В н е с к о л ь к и х местах , особенно в с в я з и с г р а ф а м и 
и к а р т а м и , воспользуемся формулой Эйлера . Эти сведения будут 
использованы т а к ж е д л я построения г р а н и ц в и т е р а ц и я х задач 
линейной оптимизации , в которых множество ограничений представ­
ляет собой многогранник . Многие вопросы оптимизации , связанные 
с м н о г о г р а н н и к а м и , будут рассмотрены в р а з д е л а х , соответствующих 
некоторым темам, у к а з а н н ы м в табл . 2 .1 . 

Определение. М н о г о у г о л ь н и к — это конечное множество отрез­
ков , такое , что в к а ж д о й конечной точке к а ж д о г о о т р е з к а встре­
ч а ю т с я в точности два отрезка , и ни одно подмножество этих отрезков 
не обладает т а к и м свойством. О т р е з к и н а з ы в а ю т с я сторонами п л и 
ребрами м н о г о у г о л ь н и к а , а конечные точки — вершинами. В пло­
ском многоугольнике к а ж д о й вершине можно поставить в соответ­
ствие у г о л , описывающий изменения в н а п р а в л е н и и д в и ж е н и я т о ч к и 
вдоль ребер, к о т о р а я в о з в р а щ а е т с я в исходное п о л о ж е н и е . 

Определение. М н о г о у г о л ь н и к н а з ы в а е т с я п р а в и л ь н ы м , если все 
его ребра и у г л ы р а в н ы м е ж д у собой. 

Определение. Многогранником в трехмерном пространстве н а з ы ­
в а е т с я конечное множество м н о г о у г о л ь н и к о в , такое , что к а ж д о е 
ребро одного м н о г о у г о л ь н и к а п р и н а д л е ж и т в точпости д р у г о м у 
м н о г о у г о л ь н и к у , и н и к а к о е подмножество м н о г о у г о л ь н и к о в не обла­
дает этим свойством. М н о г о у г о л ь н и к и я в л я ю т с я г р а н я м и много­
г р а н н и к а ; их ребра и вершины представляют собой ребра и вершины 
м н о г о г р а н н и к а . 
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К а ж д о й вершпне м н о г о г р а н н и к а можно поставить в соответствие 
ф и г у р у ( к о т о р а я в общем случае представляет собой асимметричный 
многоугольник) , обра з ованную л и н и я м и , соединяющими средние 
т о ч к и к а ж д о й п а р ы ребер граней , п р и м ы к а ю щ и х к этой вершине . 
М н о г о г р а н н и к называется п р а в и л ь н ы м , если все такие фигуры п р и 
в е р ш и н а х и все г р а н и м н о г о г р а н н и к а я в л я ю т с я п р а в и л ь н ы м и много­
у г о л ь н и к а м и . 

Определение. Множество точек в ?г-мерном пространстве , коор­
динаты которых удовлетворяют линейному у р а в н е н и ю 

где не все at, і = 1, . . ., п, р а в н ы н у л ю , at n b — действительные 
числа , н а з ы в а е т с я гиперплоскостью, плп (7г — 1)-мерным подпро­
странством 

Определение. В ы п у к л ы м многогранником в «-мерном простран­
стве н а з ы в а е т с я в ы п у к л а я оболочка конечного множества точек, 
не все из которых п р и н а д л е ж а т одной гиперплоскости . 

Определение. Симплексом называется в ы п у к л а я оболочка (п + 1) 
точек в 7г-мерном пространстве , не все пз которых п р и н а д л е ж а т 
одной гиперплоскости . 

Мы у ж е запоминали (в предисловии) об идеях , п р и в о д я щ и х к сле­
дующей теореме. 

Теорема 2 . 1 . В трехмерном пространстве существует не более 
пяти правильных выпуклых многогранников. 

Н а фиг. 2.4 п о к а з а н о , что существует не менее п я т и таких много­
г р а н н и к о в . 

а\Хі - } - . . . -f- апхп = b, 

Тетраэдр Октаэдр Гексаэдр 

Додекаэдр Икосаэдр 

Ф и г. 2.4. Пять правильных выпуклых многогранников в трехмерном про­
странстве. 
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Упражнение 2.6. Д о к а ж и т е эту теорему, р а с с м а т р и в а я п р а в и л ь ­
ные . треугольники , к в а д р а т ы и п я т и у г о л ь н и к и , которые имеют общие 
вершины. Сколько т а к и х м н о г о у г о л ь н и к о в можно свести в одной 
т а к о й точке без н а л о ж е н и й ? Можпо л и использовать меньшее число 
многоугольников в к а ж д о й вершине правильного м н о г о г р а н н и к а ? 

Замечание. Существуют четыре н е в ь ш у к л ы х п р а в и л ь н ы х много­
г р а н н и к а . Г р а н и к а ж д о г о такого м н о г о г р а н н и к а представляют собой 
п р а в и л ь н ы е т р е у г о л ь н и к и . 

Некоторые свойства в ы п у к л ы х м н о г о г р а ш ш к о в полезны п р и 
анализе задач оптимизации . О г р а н и ч е н и я , существующие в задаче , 
могут привести к такому в ы п у к л о м у множеству . Н а п р и м е р , в линей­
ном п р о г р а м м и р о в а н и и множество S, определяемое о г р а н и ч е н и я м и 

п 
У, aijXjКЬІ, і = 1, . . . , m, 

Xj>0, i = 1, . . . , 71, 

я в л я е т с я пересечением полупространств . Это выпуклое многогран­
ное множество . (См. т а к ж е гл . 5.) 

Упражнение 2.7. П о к а ж и т е , что пересечение полупространств 
с линейными г р а н п ц а м п представляет собой выпуклое множество , 
г р а н и ц е й которого я в л я е т с я м ног огранник , возможно открытый. 

Соотпошеппе Эйлера 

Рассмотрим теперь некоторые о г р а н и ч е н и я па соотношения между 
в е р ш и н а м и У, ребрамп Е и г р а н я м и F з амкнутого м н о г о г р а н н и к а 
в трехмерном пространстве . Л е г к о п о к а з а т ь , что соотношение 

V - Е + F = 2 

всегда имеет место д л я такого многогранника . 

Упражнение 2.8. Д о к а ж и т е это соотношение, в ы р е з а я из много­
г р а н н и к а некоторую г р а н ь , р а с п л ю щ и в а я его на плоскости т а к , 
чтобы не п е р е к р ы в а л и с ь оставшиеся г р а н п , и з а м е ч а я , что V — Е + 
- г F не меняется , если две в е р ш и н ы в области с в я з а т ь ребром или 
добавить новую в е р ш и н у и с в я з а т ь ее с к а ж д о й нз двух существую­
щих в е р ш и н некоторого ребра . О п е р а ц и и , обратные к в ы ш е у к а з а н ­
ным, т а к ж е не меняют V — Е -\- F. Сведите ф и г у р у на плоскости 
к т р е у г о л ь н и к у , д л я которого V — Е -\- F = 1. С учетом вырезан ­
ной г р а н п п р а в а я часть соотношения р а в н а 2 д л я м н о г о г р а н н и к а . 

Соотношение Эйлера определяет ф у н к ц и о н а л ь н у ю зависимость 
числа г р а н е й какой-то одной размерности от числа граней двух 
д р у г и х размерностей . Заметим, что д л я построения м н о г о г р а н н и к а 
в вершине д о л ж н ы сходиться не менее трех ребер . Т а к к а к к а ж д о е 
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ребро соединяет две вершины, 

ЗУ < 2Е, 
т. е. удвоенное число ребер не менее утроенного числа вершин. Эта 
г р а н и ц а точная п не может быть у л у ч ш е н а . Равенство имеет место 
в случае тетраэдра , где V = 4 и Е = 6. Т а к к а к V — Е -|- 2 — F, 
получаем 3 (Е -\- 2 — F) ^ 2Е, и л и 

Е С 3F - 6. 

Аналогично к а ж д а я г р а н ь м н о г о г р а н н и к а ограничена т р е м я 
ребрами, и каждое ребро с л у ж и т г р а н и ц е й двух граней . Это дает 

3F ^ 2Е. 
Снова получаем 

Е ^ 37 - 6. 

Н а к о н е ц , из 3 7 ^ 2Е и Е < 3F — 6 имеем 

7 С 2F - 4. 
Аналогично 

F ^ 2 7 - 4. 

Т а к и м образом, получаем 6 точных г р а н и ц и одно соотношение 
в виде равенства между г р а н я м и многогранника . 

М н о г о г р а н н и к д о л ж е н иметь не менее чем одну г р а н ь с не более 
чем п я т ь ю ребрами. В противном случае если к а ж д а я грань имеет 
не менее шести ребер , то ßF ^ 2Е к ввиду Е ^ 3F — 6 получаем 
—6 ^ 0, что невозможно . Е с л и м н о г о г р а н н и к имеет менее двенад­
ц а т и г р а н е й , то по крайней мере одна г р а н ь имеет менее п я т и ребер . 
В противном случае 5F ^ 2Е и ввиду Е ^ 3F — 6 получаем F ^ 12, 
что невозможно . 

Е с л и Ft, i = 0, 1, . . ., п — 1, обозначает число і-мерных г р а н е й 
м н о г о г р а н н и к а в n-мерном пространстве , то формула Эйлера допу­
скает следующее обобщение: 

П 3 ( - 1 Г ^ = 1 - ( - 1 ) п , п=і, 2, . . . . 
і=0 

Одним из методов, используемых п р и решении задач линейного 
п р о г р а м м и р о в а н и я с п переменными, я в л я е т с я симплекс-метод 
(см. г л . 5). Это систематический метод поиска вершины многогран­
ного множества в n-мерном пространстве , в которой достигается 
оптимум линейной формы. Т а к и м образом, в е р х н я я г р а н и ц а д л я 
числа вершин может с л у ж и т ь полезной оценкой максимального 
количества времени, которое может понадобиться д л я р е ш е н и я 
т а к о й задачи . Т а к к а к число ограничений определяет число граней 
многогранного множества , полезно выразить верхнюю г р а н и ц у 
числа вершин F0 через число г р а н е й наивысшей размерности Fn„x 

[32]. Частично д о к а з а н н а я (для некоторых 7г ) , частично гипотетиче­
с к а я г р а н и ц а в ы р а ж а е т с я через биномиальные коэффициенты (числа 
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сочетаний) : 

F0< 

Н а п о м н и м , что здесь [х] — наибольшее целое значение , не превос­
ходящее x, а 

З а д а ч а . Н а й д и т е твердое тело в форме м н о г о г р а н н и к а , сделанное 
из однородного м а т е р и а л а , с наименьшим числом граней , которое 
устойчиво только на одной г р а н и , т. е. оно может покоиться , не 
п а д а я под действием силы т я ж е с т и , только на одной пз своих граней . 
Голдберг н а ш е л такое тело с 21 г р а н я м и . Грубо говоря , это ц и л и н д р , 
в котором со стороны каждого основания сделаны срезы под острым 
у г л о м , а его ц и л и н д р и ч е с к а я поверхность а к к у р а т н о обточена по 
всей длине , т ак что образованы 19 многоугол ьни ко в , постоянно 
у б ы в а ю щ и х по величине . П р и м е р еще не был о п у б л и к о в а н к моменту 
н а п и с а н и я этой работы. 

В этом разделе будет дано несколько элементарных примеров 
геометрических задач , в которых встречаются р а з б и е н и я . Ц е л ь 
•состоит в том, чтобы либо получить при разбиении наибольшее число 
частей , либо найти минимальное число разбиений , дающих заданное 
число частей . Ш и р о к и й класс задач , которые к р а т к о оппсаны здесь , 
не я в л я е т с я классом задач оптпмпзацип . В них определяются усло­
в и я , п р и которых пз частей одной к о н ф и г у р а ц и и можно составить 
другую конфигурацию. 

В ф о р м у л и р о в к а х таких задач оптимизации часто предполагается 
поиск экстремума , х о т я прямо об этом не говорится . Мы будем 
изменять ф о р м у л и р о в к и задач т а к , чтобы они непосредственно в к л ю ­
ч а л и требование оптимизации . Д л я примера рассмотрим следующую 
задачу: «На сколько частей трехмерное пространство р а з б и в а е т с я 
га произвольно р а с п о л о ж е н н ы м и п л о с к о с т я м и ? Любые три пз этих 
плоскостей имеют одну общую точку , и н и к а к и е четыре или большее 
ч п с л о плоскостей не имеют общих точек». Этз^ задачу можно сформу­
л и р о в а т ь и в следующем виде [50а]: 

Теорема 2 .2 . Максимальное число частей, на которое п произвольно 
расположенных плоскостей делят трехмерное пространство, равно 

Н а м понадобятся две леммы. Д о к а з а т е л ь с т в о первой леммы 
.очевидно. 

2.4. Р а з б и е н и я или разложения 

(га + 1) (га2 — га + 6)/6. 
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Лемма 2 . 1 . Прямая линия делится п точками на (n -f- 1) частей. 

Упражнение 2 .9. Проведите доказательство этой леммы. 

Лемма 2 .2 . Максимальное число частей, на которое п линий 
делят плоскость, равно (п2 + п + 2)/2. 

Доказательство. Е с л и хп — максимальное число частей, на кото­
рые п линий , делят плоскость , и если х п + 1 — максимум д л я (п + 1) 
л и н и й , то вследствие того, что к а ж д а я л и н и я пересекает п осталь­
ных л и н и й в п точках , по лемме 2.1 л и н и я делится на (п + 1) частей 
остальными п л и н и я м и . П о с к о л ь к у к а ж д а я из этих частей д о л ж н а 
быть г р а н и ц е й двух частей плоскости , одна из которых образована 
п л и н и я м и , а д р у г а я , н о в а я , образована путем д о б а в л е н и я (п + 1)-й 
л и н и и , получаем (п + 1) новых частей плоскости . Это дает 

хп+і = Хп H - п + 1, 
откуда 

%п %п -1 
%П-1 = ХП - 2 Ч" П 1» 

СС о — Ч - 2« 

Очевидно, что д:х = 2. Поэтому 

Я в = Я 1 + Л + ( п - 1 ) + . . . + 2 = 1 + 2* = 1 + ^ 1 1 = П , +

2

Д + 2 • 
і = 1 

Доказательство теоремы 2.2 П у с т ь уп — максимальное число 
частей, па которые п плоскостей делят трехмерное пространство , 
и пусть ijn+x — соответствующая величина д л я (гг + 1) плоскостей . 
Л ю б а я плоскость пересекает остальные п плоскостей по п ЛИНИЯМ. 
По лемме 2.2 эти л и н и и делят плоскость на (?г2 + п + 2)/2 частей, 
к а ж д а я из которых я в л я е т с я г р а н и ц е й старой и новой частей про­
странства . Это дает дополнительно (п2 + п + 2)/2 частей простран­
ства . Поэтому 

Уп+і = УпЛ L g - J — 

п, п о с к о л ь к у ух = 2, получаем путем подстановок п упрощений 

(л + 1 ) ( д з - в + 6 ) 
Уп g • 

Упражнение 2.10. Д о к а ж и т е , что п р я м а я л и н и я делится на 
(2п + 1) частей п о к р у ж н о с т я м и (т. е. п п а р а м и точек) и что п пар 
точек делят о к р у ж н о с т ь на 2п частей . 

Упражнение 2 . 11 . Д о к а ж и т е , что плоскость и поверхность сферы 
к а ж д а я д е л я т с я п попарно пересекающимися о к р у ж н о с т я м и на 
(п2 — п -\- 2) частей . 

G—01037 
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У п р а ж н е н и е 2.12. Д о к а ж и т е , что пространство делится п. сферами 
максимум на п (п2 — Зп + 8)/3 частей . Вместо требования максиму­
ма можно потребовать , чтобы все сферы попарно пересекались . 

У п р а ж н е н и е 2.13. В трехмерном пространстве произвольно рас ­
п о л о ж е н ы шесть точек (никакие три не л е ж а т на одной п р я м о й , 
H н и к а к и е четыре не л е ж а т в одной плоскости) . К а ж д ы й из п я т н а д ц а ­
ти отрезков п р я м о й , соединяющих их попарно , з а к р а ш и в а е т с я пли 
в к р а с н ы й , и л и в голубой цвет . Д о к а ж и т е , что найдется т р е у г о л ь н и к , 
все стороны которого з а к р а ш е н ы в одни цвет . 

А л ь т е р н а т и в н а я ф о р м у л и р о в к а . Д о к а ж и т е , что в группе из 
любых шести человек н а й д у т с я трое людей, которые и л и все знакомы 
между собой, и л и все н е з н а к о м ы . 

Рассмотрим п точек на плоскости , н и к а к и е три пз которых не к о л -
л и и е а р н ы . Пусть к а ж д а я пз этих точек соответствует одному пз 
п индивидуумов . Е с л и какие-то два человека знакомы, то соответ­
с т в у ю щ а я п а р а точек соединяется отрезком п р я м о й , в противном слу­
чае не соединяется . Полным т р е у г о л ь н и к о м назовем т р е у г о л ь н и к , 
все п а р ы в е р ш и н которого соединены между собой, что у к а з ы в а е т 
на то , что к а ж д а я п а р а соответствует людям , знакомым м е ж д у собой. 
Пустой т р е у г о л ь н и к — это множество пз трех н е с в я з а н н ы х точек, 
что у к а з ы в а е т на отсутствие знакомства между соответствующими 
л п ц а м п . Имеет место с л е д у ю щ а я теорема: 

Теорема 2.3 (Гудмен) . Пусть Е и F — числа пустых и полных 
треугольников соответственно. Тогда при любом взаимном распо­
ложении п точек [31] 

где и — неотрицательное целое число. Эта нижняя граница является 
точной для любого положительного целого п. 

Эта теорема еще не обобщена на с л у ч а й полных и пустых четырех­
у г о л ь н и к о в и фигур с большим числом сторон. 

Задача о кубе . П р е д п о л о ж и м , что требуется разделить куб 
со стороной р см на р3 м а л е н ь к и х кубов со стороной 1 см п р и помощи 
н о ж а . Отрезанные к у с к и можно р а с п о л а г а т ь рядом в любом удобном 
п о р я д к е перед следующим р а з р е з а н и е м . К а к о в о наименьшее число 
р а з р е з о в ? Заметим, что если р = 2, то необходимо 3 р а з р е з а . Е с л и 
р = 3, то необходимо шесть р а з р е з о в . Е с л и р = 4, можио сделать 
один р а з р е з в е р т и к а л ь н о вдоль средней л и н и и верхней г р а н и и затем 
составить два к у с к а д л я в ы п о л н е н и я следующего р а з р е з а ; п р и 

E + F> 

< и (и — 1) (ц— 2) 
3 

2и(и— 1 ) ( 4 ц + 1 ) 
3 

2ц(ц + 1) (4ц—1) 
3 

если п^-Аи-\-1, 

если тг ^>2и, 

если 7г = 4ц + 3, 



Методы геометрической оптимизации S3 

этом п о л у ч а ю т с я четыре п л и т ы к а ж д а я размером 4 2 и т. д. Всего 
необходимо шесть ра зрезов [89]. 

Эта задача я в л я е т с я частным случаем следующей теоремы: 

Теорема 2.4. Наименьшее число плоских разрезов прямоугольного 
параллелепипеда со сторонами р, q и г, необходимое для разрезания 
его на pqr единичных кубов, равно а + ß + у, где а, ß и у — наи­
меньшие целые числа, такие, что 

2 « - 1 <S р ^ 2«, 2Р - 1 < q < 2ß, 2v- i ЙС /• <: : 2ч. 

Доказательство. Р а с с м а т р и в а я аналогичные р а з р е з ы п р я м о й 
л и н и и , замечаем, что необходимо не менее п р а зрезов д л я того , 
чтобы п о л у ч и т ь 2" р а з л и ч н ы х отрезков . Д л я этого р а з р е з а е м отрезок 
п о п о л а м , составляем две части , затем снова р а з р е з а е м пополам 
n составляем вместе полученные части и т. д. Е с л и р = 2а, q = 2Р, 
г = 2ѵ, то , чтобы получить pqr = 2 а +Р+ѵ частей , необходимо не 
менее (а + ß + у) р а з р е з о в . Е с л и какой-то ч л е н пз р, q, г не пред­
с т а в л я е т с я в виде степени 2, п а р а л л е л е п и п е д м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь 
к а к часть большего п а р а л л е л е п и п е д а , стороны которого р а в н ы 
б л и ж а й ш е й степени 2, т. е., конечно , а, ß и у. Поэтому д л я данного 
п а р а л л е л е п и п е д а требуется не более (а -|- ß + у) р а з р е з о в . Чтобы 
п о к а з а т ь , что это минимальное число , будем р а с с у ж д а т ь по и н д у к ­
ц и и . Д о п у с т и м , что утверждение теоремы справедливо д л я любого 
п а р а л л е л е п и п е д а , меньшего , чем данный. П р е д п о л о ж и м , что п е р в ы й 
о п т и м а л ь н ы й р а з р е з данного п а р а л л е л е п и п е д а делит р на две части 
рх и р2, к а к можно более близкие друг к д р у г у . Тогда минимальное 
число р а з р е з о в [обозначим его через А (х, у, z) д л я п а р а л л е л е п и п е д а 
со сторопамп х, у, z] удовлетворяет следующему соотношению (не 
менее) : 

А(р, g, / • ) > 1 + т а х { Л ( р ) , q, г), А(р2, q, г)} = 

= 1+А ( [ - f - ] , q, г) = 1 + [ ( а — l ) + ß + v] = a + ß + V, 

где Ір/2] — б л и ж а й ш е е целое число , большее р/2. Т а к к а к А (р, q, г) 
не превосходит и не меньше, чем а + ß + у, имеет место равенство . 
Этим з а к а н ч и в а е т с я доказательство . 

У п р а ж н е н и е 2.14. Т р и в и а л ь н о получите р е з у л ь т а т д л я с л у ч а я 
р а з р е з а н и я п р я м о у г о л ь н и к о в . 

У п р а ж н е н и е 2.15. Попробуйте обобщить задачу на с л у ч а й 
четырехмерного к у б а . 

Равносоставленность [7] 

М н о г о у г о л ь н и к р а з р е з а е т с я (разбивается) п р я м о й линией на две 
части . К а ж д а я часть тоже может быть аналогично р а з р е з а н а . Много­
г р а н н и к р а з р е з а е т с я на две части плоскостью. 

Е с л и ф и г у р у можно р а з р е з а т ь и затем из ее частей составить 
новую ф и г у р у , то говорят , что эти две фигуры равносоставлены. 

6* 
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Согласно теореме Б о л ь я й — Г е р в и н а , два м н о г о у г о л ь н и к а с р а в н ы м и 
п л о щ а д я м и равносоставлеиы. 

Чтобы построить фигуру , ц е н т р а л ь н о симметричную относительно 
д р у г о й фигуры, выберем точку , н а з ы в а е м у ю центром, вне данной 
ф и г у р ы и проведем линию из к а ж д о й точки ф и г у р ы через центр . 
Определим точку на п р о д о л ж е н и и п р я м о й л и н и и за ц е н т р , расстоя ­
ние от которой до центра равно расстоянию от исходной точки до 
ц е н т р а . Совокупность т а к и х точек дает ф и г у р у , ц е н т р а л ь н о симме­
т р и ч н у ю относительно исходной ф и г у р ы . Согласно теореме Х а д -
вигера — Г л ю р а , любые два м н о г о у г о л ь н и к а с р а в н ы м и п л о щ а д я м и 
можно р а з б и т ь т а к и м образом , чтобы к а ж д а я часть одного много­
у г о л ь н и к а могла быть получена из соответствующей части другого 
п р и помощи п а р а л л е л ь н о г о переноса и ц е н т р а л ь н о симметричного 
о т о б р а ж е н и я . 

Д л я того чтобы можно было установить равносоставленность 
в ы п у к л о г о м н о г о у г о л ь н и к а с квадратом с помощью только п а р а л ­
л е л ь н ы х переносов , необходимо и достаточно, чтобы этот много­
у г о л ь н и к был ц е н т р а л ь н о симметричен. 

Д в у г р а н н ы й у г о л м н о г о г р а н н и к а — это угол , о б р а з о в а н н ы й д в у м я 
г р а н я м и в н у т р и м н о г о г р а н н и к а при их общем ребре . У г о л изме­
р я е т с я м е ж д у д в у м я п р я м ы м и л и н и я м и , по которым г р а н и пере­
с е к а ю т с я с плоскостью, п е р п е н д и к у л я р н о й этому ребру . 

Пусть at, і = 1, . . ., р, обозначают радианные меры д в у г р а н ­
ных углов многогранника Р, а\, . . ., dp — длины соответствующих 

р 

ребер . Введем функцию / (Р) = 2 ^«/ ( a ; )> г Д е / (aù удовлетворяет 
і = 1 

V 

специальному аддитивному соотношению 2 ^г/ (а , ) = 0, если толь -
р 

ко в ы п о л н я е т с я равенство 2 ^іаі — О ( т - е - если at линейно зави-
І = І 

симы при некотором выборе ненулевых целых чисел hi, і = 1, . . -,р). 
Ф у н к ц и я / (Р) на зывается инвариантом Р. Она зависит от Р п от 
выбора / ( а , ) , і = 1 , . . . , р. Х а д в и г е р д о к а з а л , что два многогран­
н и к а Р и Q с соответствующими д в у г р а н н ы м и у г л а м и at [і = 1, . . . 
. . ., р) и ßj (/ = 1, . . ., q) не р а в н о в е л и к и , если существует функ­
ц и я / , аддитивная относительно аг, . . ., аѵ, ß x , . . ., ß g , л, к о т о р а я 
удовлетворяет соотношениям / (я) = 0, / (Р) =ф f (Q). Эту теорему 
можно обобщить на с л у ч а й многогранника в га-мерном простран­
стве , в котором д в у г р а н н ы е у г л ы определяются д л я к а ж д о й из 
(га — 2)-мерных г р а н е й . К а ж д а я т а к а я г р а н ь представляет собой 
пересечение в точности двух (га — 1)-мерных г р а н е й . 

Теорема 2.5 (Ден) . Куб и правильный тетраэдр, имеющие одина­
ковый объем, не равносоставлены [7] . 
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Замечание. Существуют н е п р а в и л ь н ы е тетраэдры, которые м о ж н о 
р а з р е з а т ь т а к и м способом и собрать пз частей куб . 

Доказательство. Д в у г р а н н ы й угол куба равен л / 2 . Обозначим 
д в у г р а н н ы й у г о л п р а в и л ь н о г о тетраэдра через ср. Чтобы воспользо­
в а т ь с я теоремой Х а д в и г е р а , н у ж н о взять у г л ы л / 2 , ср, л . Е с л и 
h\n/2 + /с2ф + к3л = 0, где kt = 1, 2, 3 — целые числа , то т а к ж е 
и (кг + 2к3) л + 2/ѵ2ср = 0, и мы получаем линейную зависимость 
между л и ср. Однако известно, что д л я тетраэдра cos ср = Ѵ 3 , и, сле­
довательно , можно п о к а з а т ь , что л и ср несоизмеримы (т. е.^их отно­
шение не я в л я е т с я р а ц и о н а л ь н ы м числом) . Поэтому А\ + 2к3 = О, 
к2 = 0 и после подстановки в верхнее соотношение получим А'3л + 
- j - (—2к„) л / 2 = 0; другой линейной зависимости между л / 2 , ср п л 
не существует . Пусть / (л) = / (л/2) = 0, / (ср) = 1. Т а к и м образом , 
ф у н к ц и я / аддитивна , так к а к ksf (л) + (—2А;3) / (л/2) = 0. Н а к о ­
нец , н у ж н о п о к а з а т ь , что / (куб) Ф / (тетраэдр) . Пусть д л и н а к а ж д о й 
из двенадцати сторон к у б а р а в н а d. Тогда / (куб) = 12с// (л/2) = 0. 
Е с л и b — длина к а ж д о й из сторон тетраэдра , то / (тетраэдр) = 
= ßbf (ср) 0. Этим з а к а н ч и в а е т с я д о к а з а т е л ь с т в о . 

Т е о р е м у можно обобщить на с л у ч а й к-мерного пространства . 
В этом случае и с п о л ь з у е т с я тот факт , что у г о л А, д л я которого 
cos А = 1/п, несоизмерим с л . 

З а д а ч а . Пусть дано п р а в н ы х единичных к в а д р а т о в . Р а з о б ь е м 
к а ж д ы й пз н и х , так я^е к а к и р а н ь ш е , п р я м ы м и р а з р е з а м и на р (п) 
частей т а к , что пр (п) частей можно собрать в к в а д р а т со стороной У п. 
Исследуйте к (п), минимальные з н а ч е н и я р (п), и п о к а ж и т е , что 
к (п) ^ 5 п р и всех п. 

Решение [26]. Пусть [Уп] — ц е л а я часть У п. Тогда , е с л и 
Уп — [У?і] >> 1 / 2 , в качестве ребра базисного к в а д р а т а в ы б и р а е м 
[У^п], а еслжУп — ѴУТі] <С 1 / 2 , выбираем [Уп] — 1. Е с л и базисный 
к в а д р а т помещается в у г л у к в а д р а т а со стороной Уп, к а к п о к а з а н о 
на фиг. 2.5, он будет ограничен L-образной 
областью ш п р п н о й w, к о т о р а я ограничена 
у с л о в и я м и 3 / 2 > w > 1 / 2 . П р и п о м о щ и ' о д н о г о 
р а з р е з а эту L-образную область можно п р е в р а ­
тить в п р я м о у г о л ь н и к ш и р и н о й и>. 

З а п о л н и м базисный к в а д р а т необходимым 
числом данных единичных к в а д р а т о в . О с т а л ь ­
ные единичные к в а д р а т ы следует теперь пре ­
образовать путем рассечения на п р я м о у г о л ь ­
н и к и ш и р и н о й w. Т а к к а к 3 / 2 > w > 1 / „ , д л я Ф и г . 2.5. 
этого п р е о б р а з о в а н и я никогда не потребуется 
р а з р е з а н и я более чем на три части , к а к показано сплошными л и н и я ­
ми . (См. отдельное и з о б р а ж е н и е этого построения . ) П у н к т и р н ы е 
л и н и и , по которым осуществляется р а з р е з а н и е в п р я м о у г о л ь н и к е 
ш и р и н о й w на части , из которых можно составить Ь-образнз ' іо 

А 

А 
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область , будут п р и соответствующей ориентации сторон основного 
п р я м о у г о л ь н и к а рассекать один из основных п р я м о у г о л ь н и к о в самое 
большее на п я т ь частей . Все другие основные п р я м о у г о л ь н и к и 
и к в а д р а т ы д о л ж н ы быть р а з р е з а н ы на т а к и е ж е п я т ь частей . 

Разрезание единичного квадрата. Е д и н и ч н ы й к в а д р а т р а с с е к а е т с я 
на т р и части , из которых можно составить п р я м о у г о л ь н и к ш и р и ­

ной w, где 3 / 2 > w ^ 1 / „ , к а к показано на 
фиг. 2.6. В е р х н и й к р а й части 1 никогда не 
превышает половины д л и н ы п р я м о у г о л ь н и к а 
по г о р и з о н т а л и . Поэтому в е р т и к а л ь н ы й р а з ­
рез , д е л я щ и й этот п р я м о у г о л ь н и к в любом 
искомом отношении, всегда можно выбрать 
так , что он будет проходить через части 2 
и 3 и не з а т р а г и в а т ь часть 1. Поэтому по­
л у ч и т с я только п я т ь частей . 

П р и 1 ^ w ^ 1 / 2 р а з р е з ы осуществляются 
т а к и м ж е образом, за исключением того, что w 

я в л я е т с я м а л о й стороной п р я м о у г о л ь н и к а . Г о р и з о н т а л ь н ы й р а з р е з , 
д е л я щ и й п р я м о у г о л ь н и к в любом искомом отношении, всегда может 
быть в ы б р а н так , что часть 1 не будет р а з р е з а т ь с я . Поэтому будет 
получено самое большее п я т ь частей . Е с л и р а з р е з а е т с я т о л ь к о 
часть 3, то будут получеиы только четыре части . 

Голдберг и Стюарт [28] п о к а з а л и , что к (п) ^ 4 и что это число 
не может быть у л у ч ш е н о . Д л я первых 99 квадратов они построили 
т а б л . 2.2. Ч и с л о к в а д р а т о в п о л у ч а е т с я путем в з я т и я первой цифры 

Таблица 2.2 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 1 2 3 1 2 3 4 2 \ 

1 2 4 3 2 3 3 1 3 2 4 
2 2 3 4 4 3 1 3 3 3 3 
3 3 4 2 3 3 3 1 3 4 4 
4 2 2 3 4 3 2 4 4 3 1 
5 2 4 2 3 3 3 3 3 3 4 
6 3 2 4 3 1 3 3 4 3 3 
7 3 4 2 3 2 3 3 3 3 4 
8 2 1 3 4 3 2 4 4 3 3 
9 2 3 3 3 4 3 3 3 2 3 

из левого столбца , а второй ц и ф р ы из в е р х н е й строки . Н а п р и м е р , 
в случае 25 к в а д р а т о в не требуется делать р а з р е з ы и, с л е д о в а т е л ь н о , 
к а ж д ы й м а л е н ь к и й к в а д р а т остается к а к одна часть . Они у к а з ы в а ю т , 
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что аналогично можно исследовать эту задачу д л я равностороннего 
т р е у г о л ь н и к а , п р а в и л ь н о г о ш е с т и у г о л ь н и к а и L-образной области, 
о б р а з о в а н н о й путем у д а л е н и я угловой четверти к в а д р а т а . 

2.5. П р и м е р ы изоперпметрпчесішх задач и задач поиска 
к р а т ч а й ш е г о пути 

В этом разделе р а с с м а т р и в а ю т с я задачи оптимизации , но в боль­
шинстве из них требуется находить р е ш е н и я с определенными свой­
ствами. З а исключением некоторых специальных с л у ч а е в , в этом 
разделе будет мало вычислений . Однако методы, использованные 
в д о к а з а т е л ь с т в а х , полезны п представляют интерес . Некоторые 
у т в е р ж д е н и я только ф о р м у л и р у ю т с я . П р и в о д и т с я несколько дока ­
зательств . 

В своей интересной монографии К а з а р и н о ф ф [47] приводит боль­
шое число элементарных задач о з а м к н у т ы х периметрах и п л о щ а д я х , 
ограниченных ими на плоскости . В некоторых с л у ч а я х задается 
периметр и требуется м а к с и м и з и р о в а т ь п л о щ а д ь ; в д р у г п х — задает­
с я п л о щ а д ь и надо минимизировать периметр . 

З а д а ч и поиска среди всех простых з а м к н у т ы х фигур определен­
ного вида с заданным периметром фигуры, к о т о р а я имеет н а и б о л ь ­
ш у ю площадь на плоскости , н а з ы в а ю т с я изопериметрическими 
(с одним и тем ж е периметром) задачами . Н а п р и м е р , среди всех 
п л о с к и х фигур с заданным периметром н а и б о л ь ш у ю п л о щ а д ь огра ­
ничивает о к р у ж н о с т ь (доказательство приводится н и ж е в теоре-

Е с л и задана п л о щ а д ь , то н а и м е н ь ш и й периметр имеет о к р у ж ­
ность . Аналогично сфера имеет н а и б о л ь ш и й объем среди всех фигур 
с заданной площадью поверхности . Среди всех т р е у г о л ь н и к о в с оди­
наковым основанием и фиксированным периметром н а и б о л ь ш у ю 
п л о щ а д ь имеет равнобедренный т р е у г о л ь н и к . Р а в н о с т о р о н н и й тре ­
у г о л ь н и к имеет н а и б о л ь ш у ю п л о щ а д ь среди всех т р е у г о л ь н и к о в 
с заданным периметром. 

У п р а ж н е н и е 2.16. Д о к а ж и т е , что если у г л ы п -угольника , вписан­
ного в к р у г радиуса г, р а в н ы а 1 ( . . ., ап, то п л о щ а д ь его р а в н а 

і=1 
Указание. Д о к а ж и т е , что sin х — в о г н у т а я ф у н к ц и я иа интер­

вале [0, л] и, следовательно , эта п л о щ а д ь ограничена с в е р х у 
в ы р а ж е н и е м 

г 2 . 2 a i + . . . - l - 2 a n пг°- . 2я 
sin — — - = - s - sin , 

2 п i n 
которое представляет собой площадь правильного « - у г о л ь н и к а [7] . 

Сейчас будет дана схема хорошо известного доказательства 
ІПтайнера общей изопернметрической задачи на плоскости , кото-

ме 2.6). 

п 
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рую, конечно, можно решить с помощью вариационного исчисления 
(см. ниже) . 

Теорема 2.6. Среди всех простых замкнутых кривых С заданной 
длины наибольшую площадь ограничивает окружность [11] 

Доказательство (схема). Х о т я последующие р а с с у ж д е н и я в ы г л я ­
дят эстетически п р и в л е к а т е л ь н ы м и , они содержат ошибку , к о т о р а я 
з а к л ю ч а е т с я в п р е д п о л о ж е н и и с у щ е с т в о в а н и я р е ш е н и я . Однако суще­
ствование р е ш е н и я можпо д о к а з а т ь д р у г и м и методами. 

Ш т а й и е р сначала показывает , что решение существует , доказы­
в а я , что при заданном периметре среди всех равносторонних много­
у г о л ь н и к о в н а и б о л ь ш у ю п л о щ а д ь имеет п р а в и л ь н ы й многоуголь ­
ник . З а т е м он показывает , что все вершины этого п р а в и л ь н о г о много­
у г о л ь н и к а л е ж а т на о к р у ж н о с т и . П р и стремлении к бесконечности 
числа в е р ш и н м н о г о у г о л ь н и к а м н о г о у г о л ь н и к стремится в пределе 
к о к р у ж н о с т и . Поэтому ои заключает , что задача имеет решение . 

Чтобы получить о к р у ж н о с т ь , о т п р а в л я я с ь от пр о и з в о л ьно й про­
стой з а м к н у т о й к р и в о й С, он показывает сначала , что область , огра­
н и ч е н н а я к р и в о й С, в ы п у к л а я . Е с л и эта область где-то в о г н у т а я , 
то к р и в у ю на этом участке можпо симметрично отобразить т а к , что 
фигура станет в ы п у к л о й и п л о щ а д ь ее у в е л и ч и т с я . Затем к р и в а я С 
делптся на два у ч а с т к а р а в н о й длины и через точки д е л е н и я про­
водится п р я м а я л и н и я . В ы б и р а е т с я та часть области , к о т о р а я имеет 
большую п л о щ а д ь . Затем п о к а з а н о , что н а и б о л ь ш у ю п л о щ а д ь огра­
ничивает п о л у к р у г (другая половина может быть получена зер ­
к а л ь н ы м отражением) . Эта часть теоремы д о к а з ы в а е т с я следующим 
образом. В ы б и р а е т с я точка на рассматриваемом п о л у п е р и м е т р е , 
к о т о р а я соединяется с оконечными точками, с в я з а н н ы м и п р я м о й 
линией . Т а к и м образом п о л у ч а е т с я т р е у г о л ь н и к . Затем у г о л , при­
л е г а ю щ и й к у к а з а н н о й точке , у в е л и ч и в а е т с я пли уменьшается ; при 
этом точка используется к а к д в е р н а я п е т л я , около которой строится 
п р я м о й у г о л . Это дает другой (прямоугольный) т р е у г о л ь н и к , пло­
щадь которого , к а к легко видеть , больше п л о щ а д и первоначального 
т р е у г о л ь н и к а . Т а к и м образом, п л о щ а д ь под к р и в о й увеличивается . 
П о с к о л ь к у точка была выбрана произвольно и п р я м о у г о л ь н ы й 
т р е у г о л ь н и к может быть о б р а з о в а н любой точкой о к р у ж н о с т и , 
соединенной с концами диаметра , в любой точке периметра можно 
построить п р я м о у г о л ь н ы й т р е у г о л ь н и к . Это дает п о л у о к р у ж н о с т ь . 
Путем симметричного о т р а ж е н и я п о л у ч а е т с я ц е л а я о к р у ж н о с т ь . 
Этим з а в е р ш а е т с я доказательство . 

Заметим, что если длина о к р у ж н о с т и равна с, то площадь А 
любой фигуры, длина периметра которой тоже равна с, удовлетво­

ряет неравенству А•< л , которое называется пзопери-

метрическим неравенством на плоскости 

1 ) См. также избранные труды Штайнера, Берлпп, 1881—1882 гг. 
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Упражнение 2.17. Д о к а ж и т е методом от противного , что простой 
з а м к н у т о й к р и в о й с наименьшим периметром, к о т о р а я ограничивает 
з аданную п л о щ а д ь , я в л я е т с я о к р у ж н о с т ь . Это о б р а т н а я пзоперпме-
т р п ч е с к а я задача д л я о к р у ж н о с т и . 

Замечание. В а р и а ц и о н н ы й подход к в ы ш е и з л о ж е н н о й задаче 

(в части необходимости) приводит [42] к м а к с и м и з а ц и и \ у dx п р и 

ограничениях у (0) = у (1) = 0, J (1 + у'2)112 dx = L , где L з адано . 
о 

И с п о л ь з у я у р а в н е н п е Эйлера относительно л а г р а н ж и а н а у + X X 
X (1 + I / ' 2 ) 1 / 2 , получаем соотношение 

которое после и н т е г р и р о в а н и я , р е ш е н и я относительно у' п вторич­
ного и н т е г р и р о в а н и я дает у = ±[W — (х — Cj ) 2 ] 1 ^ + с 2 , что после 
у п р о щ е н и й определяет о к р у ж н о с т ь . У с л о в и я у (0) = у (1) = О 
и заданное L определяют с 1 ? с 2 и К. Е с л и L > я / 2 , то решение не 
однозначно по х. 

Упражнение 2.18. Д о к а ж и т е , и с п о л ь з у я с о о б р а ж е н и я симметрии, 
что среди всех п р я м о у г о л ь н и к о в с з а д а н н о й площадью н а и м е н ь ш и й 
периметр имеет квадрат . 

Упражнение 2.19. Р а с п р о с т р а н и в доказательство у п р а ж н е ­
н и я 2.18 на п а р а л л е л е п и п е д и 7г-мерный к у б , и с п о л ь з у я вместо 
п л о щ а д и понятие объема, п о к а ж и т е , что наименьший периметр 
имеет 7г-мерный куб . (Ответ к этому у п р а ж н е н и ю будет т а к ж е полу­
чен в г л . 4 алгебраическим методом.) 

Теорема 2.7. Правильный п-уголъник имеет наименьшую площадь 
среди всех п-уголъников, описанных около окружности [83]. _ 

Доказательство. Пусть Рп — п р о и з в о л ь н ы й 7 і - у г о л ь н п к , Рп — 
п р а в и л ь н ы й 7г -угольнпк , описанный около о к р у ж н о с т и с. Рассмо­
трим о к р у ж н о с т ь С, описанную около Рп. Пусть РпС — часть , 
о б щ а я д л я Рп i l С; sx, s2, . . . , sn — сегменты к р у г а С, отсекаемые 
последовательными сторонами Рп, a sh, k + 1 — о б щ а я часть сегмен­
тов sk и Sfc-i-!, причем sn, n + 1 = s n l ; s — сегмент С, отсекаемый каса ­
тельной к с. Тогда 

о 

РпС С TIS + (s 1 2 + s 2 3 -f- . . . -f- snl). 
Т а к к а к 

РпС > С — ns, 
следовательно , 

Р.. п РпС > С — ns = Рп. 
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Равенство в Рп ^ РпС (в РпС ^ Рл) имеет место только в том слу­
ч а е , когда ни одна в е р ш и н а Рп не л е ж и т вне (внутри) С. 

Замечание. И с п о л ь з у я метод множителей Л а г р а н ж а , Д е м и р [16] 
д о к а з а л , что м а к с и м а л ь н а я п л о щ а д ь плоской области, ограниченной 
простым з а м к н у т ы м м н о г о у г о л ь н и к о м с з аданными сторонами, имеет 
место, если м н о г о у г о л ь н и к может быть вписан в о к р у ж н о с т ь . В дока ­
зательстве многоугольник делится на т р е у г о л ь н и к и путем проведе­
н и я ребер, соединяющих в ы б р а н н у ю в е р ш и н у со всеми остальными. 
Стороны м н о г о у г о л ь н и к а , с х о д я щ и е с я в этой вершине , обозначаются 
через і\ п ?•„, а новые стороны, л е ж а щ и е между н и м и , — через 7-

2, 
'*3'• • - i гп - i - И з м е р я ю т с я все у г л ы Ѳ 2, . . . , Ѳ„ _ х п р и этой вершине 
по отношению к 7Ѵ П л о щ а д ь м н о г о у г о л ь н и к а , к о т о р а я д о л ж н а 
быть м а к с и м и з и р о в а н а относительно 0 l t . . ., Qn-lt r 2 , . . ., r n _ i , 
з а д а е т с я в ы р а ж е н и е м 

n - 1 

2 г г Г г + i s i n АѲ,-, 
i = i 

где 
АѲг- = Ѳ, — 9 j_ ! , i = 1, . . ., n — 1, Ѳ0 = 0, 

п р и о г р а н и ч е н и я х на 

gj = r\ -г Г І + І — а\ — ^'{i'i+i c o s АѲг = 0 , i = 1, . . . , n — 1, 

где Я;, i = 0, . . ., n,— і-я сторона м н о г о у г о л ь н и к а , причем отсчет 
начинается от а0 = г х и з а к а н ч и в а е т с я п р и ап = гп. 

У п р а ж н е н и е 2.20. Н а й д и т е четыре т р е у г о л ь н и к а , д л я которых 
сумма периметров м и н и м а л ь н а п р и следующих о г р а н и ч е н и я х [60]: 

1. Д л и н ы всех сторон т р е у г о л ь н и к о в представляют собой цело­
численные величины. . 

2. В к а ж д о м т р е у г о л ь н и к е имеется сторона длиной к. 

Изопериметрпческле задачи в трехмерном пространстве 

З а д а ч у об о к р у ж н о с т и можно обобщить на с л у ч а й трех измерений . 
В этом случае требуется д о к а з а т ь , что сфера имеет н а и б о л ь ш и й объем 
п р и з а д а н н о й п л о щ а д и поверхности . Д р у г а я изоперпметрпческая 
задача в трехмерном пространстве ф о р м у л и р у е т с я следующим обра­
зом: среди всех к р и в ы х фиксированной длины, соединяющих две 
точки , требуется н а й т и к р и в у ю , п р и в р а щ е н и и которой в о к р у г 
з а д а н н о й оси о б р а з у е т с я фигура с наименьшей поверхностью. В этом 
случае искомой к р и в о й я в л я е т с я (в стандартном положении) цепная 
л и н и я [54а] . З а д а ч а П л а т о н а я в л я е т с я обобщением этой идеи и з а к л ю ­
ч а е т с я в поиске поверхности м и н и м а л ь н о й площади , ограниченной 
з а д а н н о й пространственной к р и в о й . 
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У п р а ж н е н и е 2 . 2 1 . Пусть п — число г р а н е й м н о г о г р а н н и к а в трех­
мерном пространстве . Т р е б у е т с я п о к а з а т ь , что д л я к а ж д о г о п > 4 
существуют пирамида , основанием которой я в л я е т с я многоуголь ­
ник с (п — 1) сторонами, а боковыми сторонамп — т р е у г о л ь н и к и , 
и п р и з м а , н и ж н и м и верхним основаниями которой я в л я ю т с я много­
у г о л ь н и к и с (л — 2) сторонами, а боковыми сторонами — четырех­
у г о л ь н и к и . П р и к а ж д о м п имеется бесконечно много т а к и х пирамид 
и призм . П р и n — 4 существуют только пирамиды. 

У п р а ж н е н и е 2.22. Пусть п — число г р а н е й м н о г о г р а н н и к а и 4 ^ 
^ n ^ 8. Т р е б у е т с я построить все возможные м н о г о г р а н н и к и в соот­
ветствии с числом ребер к а ж д о й г р а н и , т. е. с использованием ком­
бинаций т р е у г о л ь н и к о в , ч е т ы р е х у г о л ь н и к о в , п я т и у г о л ь н и к о в и т. д. 

Изоперпметрическая задача для многогранника 

Ч т о представляет собой в ы п у к л ы й м н о г о г р а н н и к , который имеет 
н а и б о л ь ш и й объем V п р и заданном числе г р а н е й и з а д а н н о й п л о щ а д и 
поверхности S? Естественно , с р а з у ж е возникает мысль о п р а в и л ь ­
ном многограннике с соответствующим числом г р а н е й . Однако н п 
октаэдр , н и икосаэдр не п р и н а д л е ж а т к к л а с с у решений. Ответ изве­
стен т о л ь к о д л я м н о г о г р а н н и к о в с 4, 5, 6, 7 и 12 г р а н я м и . 

П у с т ь Р — м н о г о г р а н н и к с п г р а н я м и , т а к о й , что п р и з а д а и н о й 
п л о щ а д и поверхности S его объем V н а и б о л ь ш и й . Можно н аз в ать 
т а к о й м н о г о г р а н н и к оптимальным. Кроме того, он обладает т а к и м 
свойством, что при данном его объеме V п л о щ а д ь S м и н и м а л ь н а 
(доказательство предоставляется читателю) . Это свойство влечет 
за собой предыдущее . Т а к и м образом, оптимальный м н о г о г р а н н и к 
можно определить д в у м я способами, которые можно объединить 
следующим образом: Р — о п т и м а л ь н ы й м н о г о г р а н н и к тогда и только 
тогда, когда пзопериметрическое отношение S3/^ минимально (оче­
видно) . 

В теореме Л и н д е л е ф а у т в е р ж д а е т с я , что г р а н и оптимального 
м н о г о г р а н н и к а п р и любом их числе я в л я ю т с я в своих ц е н т р а х 
т я ж е с т и к а с а т е л ь н ы м и плоскостями к вписанной сфере [82]. Т а к и м 
образом, з а д а ч а сводится к следующей: среди всех м н о г о г р а н н и к о в 
с п г р а н я м и , описанных около единичной сферы, требуется н а й т и 
о п т и м а л ь н ы й . П о с к о л ь к у д л я этих м н о г о г р а н н и к о в S3/V2 = 21V 
(это можно д о к а з а т ь путем рассечения м н о г о г р а н н и к а на пирамиды 
с общей в е р ш и н о й в центре сферы), оптимальными м н о г о г р а н н и к а м и 
будут те, которые имеют н а и м е н ь ш и й объем. Голдберг [27] первым 
п о л у ч и л следующий р е з у л ь т а т д л я произвольного м н о г о г р а н н и к а 
с F г р а н я м и , описанного около сферы: 

- J r > 54 (F - 2) tg CÙF (4 s in 2 coF - 1 ) , 

_ F л 
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Равенство имеет место д л я ч е т ы р е х г р а н н и к а , куба и д е с я т и г р а н н и к а . 
Этот р е з у л ь т а т независимо п о л у ч и л Тот [82] и д о к а з а л Ф л о р и а и . 

Д л я с л у ч а я восьми г р а н е й , д л я которого ответ еще не известен, 
Голдберг р а з р а б о т а л экспериментальную схему, приведенную н и ж е , 
к о т о р а я позволяет п р е д п о л о ж и т ь , что сдвоенная с к о ш е н н а я п и р а ­
мида дает искомый ответ. З а д а ч у можно сформулировать следующим 
образом. 

К а к о в а форма и чему равен объем в о с ь м и г р а н н и к а наименьшего 
объема, который можно описать около сферы единичного радиуса ? 
П р и м е р ы в о с ь м и г р а н н и к о в приведены на фпг. 2.7. 

Ф о р м а Объем 
П р о е к ц и я н а 

г о р и з о н т а л ь н у ю 
п л о с к о с т ь 

П р о е к ц и я 
н а б о к о в у ю 
п о в е р х н о с т ь 

Простая ппрампда 

Усеченная двойная ппрампда 

Шестпугольная нрпзма 

Правильный октаэдр 

Двойная скошенная ппрампда 

8,9894 

8,0467 

6,9282 

6,9282 

6,7241 

6,7009 

Ф и г. 2.7. 
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Задача Малфатти (нерешенная) 

Д р у г и м примером геометрической задачи оптимизации п р и н а л и ­
ч и и о г р а н и ч е н и й я в л я е т с я н е р е ш е н н а я до сих пор задача Малфатти , 
п о с т а в л е н н а я в 1803 г. Здесь будет дана только ф о р м у л и р о в к а этой 
з а д а ч и . 

К а к надо р а с п о л о ж и т ь в н у т р и п р я м о й т р е у г о л ь н о й призмы, 
н а п р и м е р из м р а м о р а , т р и к р у г о в ы х ц и л и н д р а с высотой, р а в н о й 
высоте п р и з м ы , чтобы п р и ш л о с ь у д а л и т ь наименьшее количество 
м а т е р и а л а ? 

Эта задача сводится к плоской задаче в ы р е з а н и я трех к р у г о в 
из заданного т р е у г о л ь н и к а так , чтобы их с у м м а р н а я п л о щ а д ь была 
м а к с и м а л ь н о й 129]. 

Две задачи о путях 

О к р а т ч а й ш е м пути через n точек ыа плоскости . Х о р о ш о известна 
и сейчас я в л я е т с я у ж е к л а с с и ч е с к о й задача комбинаторной матема­
т и к и о к о м м и в о я ж е р е . К о м м и в о я ж е р д о л ж е н проехать п городов 
и в е р н у т ь с я в исходную точку , посетив к а ж д ы й город только один 
раз и проделав при этом самый к о р о т к и й путь (см. в г л . 5 алгебраиче ­
с к у ю ф о р м у л и р о в к у ) . Д л я с л у ч а я , когда п городов р а с п о л о ж е н ы 
в единичном квадрате евклидовой плоскости так , что р а с с т о я н и я 
м е ж д у иими соответствуют р а с с т о я н и я м на плоскости , теорема 2.8 
дает интересную г р а н и ц у д л я суммарного р а с с т о я н и я , которое ком­
м и в о я ж е р д о л ж е н преодолеть при условии , что он не д о л ж е н возвра­
щ а т ь с я в исходную точку . Эта оценка неприменима в с л у ч а е , когда 
р а с с т о я н и я м е ж д у п а р а м и точек п р и п и с ы в а ю т с я произвольно (такие 
з а д а ч и будут р а с с м а т р и в а т ь с я в разд . 2.6). 

Замечание. В этой с в я з и интересно отметить, что к р а т ч а й ш и й 
з а м к н у т ы й п у т ь , соединяющий п точек на плоскости , не все из кото­
р ы х л е ж а т на одной п р я м о й , образует простой м н о г о у г о л ь н и к . 
В частности , если в ы п у к л а я оболочка множества не содержит в н у т р и 
н и одной из п точек, то его г р а н и ц а представляет собой к р а т ч а й ш и й 
з а м к н у т ы й п у т ь . (Поэтому в соответствующей задаче о к о м м и в о я ж е р е 
не д о л ж н о быть пересечений путей.) Чтобы д о к а з а т ь это, соединим 
n точек любым з а м к н у т ы м путем и заметим, что более к о р о т к и й путь 
п о л у ч и т с я , если соединить точки в том ж е п о р я д к е отрезками п р я м о й 
л и н и и с данными точками к а к единственными вершинами . Е с л и 
сегменты v t v i + 1 и VjVj+1 пересекаются в некоторой точке ѵ, пред­
п о л о ж и м , что путь имеет вид Ѵіѵиі+1 . . . VjWj+1 . . . vt. Е с л и ѵ не 
п р и н а д л е ж и т множеству точек, то vtVj . . . v i + 1 v j + 1 . . . vt я в л я е т с я 
более коротким путем, который ие содержит пересечения ѵ. Е с л и , 
н а п р о т и в , V п р и н а д л е ж и т данному множеству точек, то vtWj . . . 
. . . Vi+xVj+1 . . . У; представляет собой многоугольный п у т ь , в кото­
ром У не я в л я е т с я точкой пересечения . (Этот м а т е р и а л поясняет 
р а с с у ж д е н и я , приведенные в работе [86].) 

Следующую теорему п р е д л о ж и л Ф ы о [23]. 
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(1,1) 

Теорема 2.8. При условии, что в единичном квадрате расположены 
произвольно n (n ^ 2) точек, найдется путь через эти п точекг 

длина которого не превышает ~^2п + 1,75. 

Доказательство. Пусть дан единичный к в а д р а т 0 =sC х ^ 1, 0 ^ 
^ у ^ 1, и координаты п точек имеют вид (а^, ух), . . ., (хп, уп). 

Рассмотрим q г о р и з о н т а л ь н ы х л и н и й 
У = 0, l / ç , 21 q, . . ., 1, где q — п р о ­
извольное число , и проведем от к а ж д о й 
из ?г точек п е р п е н д и к у л я р к б л и ж а й ш е й 
из (q + 1) л и н и й (фпг. 2.8). Повторим 
построение, и с п о л ь з у я q л и н и й : 

у=0, 1/2Ç, 3/2 ? , . . . , (2<7-1)/2<7. 

К а ж д о е построение дает путь , с о ­
с т о я щ и й из соответствующих отрезков 
л и н и й X — О, 0 ^ 7 / ^ 1 , и X = 1 г 

0 ^ у ^ 1, и отрезков п е р п е н д и к у л я ­
ров , учитываемых д в а ж д ы — один раз-
в н а п р а в л е н и и от г о р и з о н т а л ь н о й л и н и и 
к точке , а второй раз в обратном н а ­

п р а в л е н и и . Е с л п обозначить эти два пути через L x и Ь2 соответ­
ственно, то получим 

сУ 

(0,1) 

( 0 , 0 ) 0 ,0) 

Ф п г. 2.3. 

Ч V /7-1 
-• Z J ч 

i=l 
qy i • i . 

i=l 
+ 1 , 

где II a II — абсолютное значение разности м е ж д у а и б л и ж а й ш и м 
целым числом. Заметим, что 

a-

Имеем 
2 

.-1 n L i + L2=2q + S + 2g-i Ц- = 2g + 3 + nq~\ 

Выберем целое число q т ак , чтобы минимизировать эту в е л и ч и н у . 
Это целое число , б л и ж а й ш е е к і Л г / 2 . Т а к и м образом, 7г = 2 (q + Ѳ) 2 , 
где I Ѳ I ^ 1/2. П о д с т а в л я я это в ы р а ж е н и е д л я п, получаем 

Li + L 2 = 2g + 3 + ид" 1 < 2 (2 / 7 ) 1 ' 2 + \ . 

Следовательно , длина одного из двух путей не превышает Ѵ"2тг + 1,75. 

У п р а ж н е н и е 2.23. И с п о л ь з у я построение, аналогичное описанно­
му выше, п о к а ж и т е , что если в е р т и к а л ь н а я л и н и я , в е д у щ а я к к а ж д о й 
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точке , учитывается только один р а з , то д л и н а одного нз двух построен­
ных «путей» не превышает ]/?г + 1,75. 

С л е д у ю щ а я теорема я в л я е т с я обобщением построения , пред­
ложенного в последнем примере . 

Теорема 2 . 8 а . При условии, что в единичном k-мерном кубе даны 
п точек, при фиксированном к и п —у со найдется- путь (без повторе­
ний отрезков линии) через п точек, длина которого не превосходит 

Ä [ 8 ( A - l ) ] ( 1 - f t ) / 2 f c B 1 - 1 / f t + 0 ( « i " 2 f t ) -

Доказательство. К а к и при получении оценки в доказательстве 
у п р а ж и е н п я , которое близко к д о к а з а т е л ь с т в у предыдущей теоремы, 
найдем в /Ѵмерном случае п у т ь , д л и н а которого не превосходит 

(g+ i f - 1 + q~1 [(? + if-1 - 1 ] + т ( ^ ) 1 / 2 • 

Выбор q = {{ІГІѢ (k — l ) ] 1 / 2 ' ' } - j - 1 дает верхнюю оценку д л я длины 
путп , з адаваемой выражением в формулировке теоремы. 

Асимптотическая оценка длпны кратчайшего путп между п точ­
к а м и в единичном /Ѵмерном кубе имеет вид 

[ г ( 1 + 4 ) ] 1 / к

Я - * / * П 1 - ' / \ 

Чтобы убедиться в этом, заметим, что объем сферы радпуса г в /^-мер­
ном пространстве равен 

г ( т + 1 ) 

Рассмотрим п точек в /Ѵмерном единичном кубе , которые расположе­
ны т а к и м образом, что расстояние м е ж д у любыми д в у м я из них 
не менее 2г. Т а к и м образом, если к а ж д а я точка я в л я е т с я центром 
сферы радпуса 7-, то сферы образуют у п а к о в к у (см. п и ж е в этой 
главе ) . Плотность этой у п а к о в к и п р п фиксированном & и п —У ОО 
равна б = nV'h- Это отношенпе суммы объемов сфер к объему куба . 
Д л и н а пути р а в н а 2?- (п — 1). В ы р а ж а я 7- через о, получим искомый 
р е з у л ь т а т , у ч и т ы в а я из о б с у ж д е н и я , которое будет приведено н и ж е 
в этой главе , что 8 ^ l / 2 h . 

З а д а ч а о м а к с п м п п е . Д л я с л у ч а я , когда С я в л я е т с я к о н ф и г у р а ­
цией из п я т и точек Pt, і — 1, 5 , в з а м к н у т о й области D, тре-
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буется п о к а з а т ь , что [15] 

2 - 1 / 2 если D — единичный квадрат , 

если D — единичный равносторонний 
т р е у г о л ь н и к , 

1 

max m i n PjP j — 
с іфі 2 sin -V-, 

о 
если Z) —единичный к р у г , 

я если D—поверхность единичной сферы 2 ' 

где РІРj — расстояние от PT до Рj. 
Решение. 
1. Р а з д е л и м единичный квадрат на четыре к в а д р а т а со сторо­

ной 1 / 2 . По к р а й н е й мере одни нз них содержит две из п я т и точек. 
В нем максимальное расстояние 2 _ 1 / 2 наблюдается м е ж д у д в у м я 
точками, р а с п о л о ж е н н ы м и на противоположных концах диагоналей . 
Т а к а я же величина получается д л я единичного к в а д р а т а в случае , 
когда п я т ь точек п р е д с т а в л я ю т собой вершины и центр к в а д р а т а . 

2. Р а з д е л и м т р е у г о л ь н и к на четыре равносторонних треуголь ­
н и к а со стороной Ѵ 2 и р а с п о л о ж и м точки в п я т и из шести в е р ш и н 
т р е у г о л ь н и к о в со стороной 1 / 2 . 

3. Р а з д е л и м к р у г на пять конгруэнтных секторов и расположим 
точки по о к р у ж н о с т и на равном расстоянии одна от другой . Е с л и 
две точки попадают в сектор с дугой ф (ф ^ 2 я / 5 ) , то наибольшее 
расстояние между ними будет 

4. Помещаем одну точку Р1 на северный полюс, а другие на 
э к в а т о р со сдвигом 90° одна от другой . Е с л и четыре точки у д а л е н ы 
более чем на я / 2 от Рг, то они будут л е ж а т ь в южном п о л у ш а р и и ; 
если поверхность единичной сферы разделить на четыре конгруэнт­
ные области, то максимин д л я этих четырех точек был бы меньше, 
чем л / 2 . 

Обобщение задач о к р а т ч а й ш и х р а с с т о я н и я х приводит к задачам 
о к р а т ч а й ш и х п у т я х . Здесь удобно ввести графы и приступить к рас ­
смотрению р а з л и ч н ы х задач оптимизации , с в я з а н н ы х с ними. Затем 
будут даны некоторые п р и л о ж е н и я этих задач к многогранникам . 

Г р а ф представляет собой множество точек, называемых верши­
нами, и множество простых к р и в ы х , называемых ребрами, т акое , что 
каждое замкнутое ребро содержит в точности одну вершину , каждое 
открытое ребро содержит в точности две вершины, которые я в л я ю т с я 

max ( l , 2 sin-J-) < 2 sin -5-. 

2.6. Г р а ф ы и сети i) 

) Рекомендуем читателю дополнительно [95*].— Прим. ред. 
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Ф и г. 2.9. Ненаправленный граф. 

его конечными точками , п никакие реоры не имеют оощнх точек, 
помимо вершин (фпг. 2.9). С к а ж д ы м ребром можно ассоциировать 
н а п р а в л е н и е , указываемое стрелкой . В этом случае полученный 
граф н а з ы в а е т с я направленным, 
графом, а его ребра — дугами 
(фиг. 2.10). 

Граф называется двудольным, 
если его вершины можно р а з ­
бить на два несвязных м н о ж е ­
ства , т а к и х , что единственными 
ребрами в графе я в л я ю т с я те, * 
которые связывают вершины 
одного множества с в е р ш и н а м и 
другого . 

П р о с т а я цепь (путь) в ненаправленном (направленном) графе 
представляет собой последовательность ребер (дуг) п вершин, в кото­
рой не повторяется пи одна вершина ; к о н т у р (цикл) представляет 

собой цепь (путь) , н а ч а л ь н а я н конечная вер­
шины которого совпадают. Г о в о р я т , что граф 
я в л я е т с я связным без учета н а п р а в л е н н о с т и , 
если существует п р о с т а я цепь между любой 
п а р о й вершин. Граф с (п + 1) в е р ш и н а м и 
я в л я е т с я ?г-кратпо связным, если удаление 
(п — 1) или меньшего числа в е р ш и н не делает 
его несвязным. Г о в о р я т , что две цепи ие пересе­
каются, если они не имеют общих вершин , за 
исключением конечных точек. Дерево представ­
ляет собой с в я з н ы й подграф, в котором отсутст­
вуют контуры. Стягивающее дерево (остов) пред­
ставляет собой (максимальное) дерево, которое 

содержит все вершины графа . Ребро графа , которое входит в дерево, 
н а з ы в а е т с я ветвью. Ребро графа , которое ие входит в дерево, н а з ы ­
вается хордой. И а фпг. 2.10 показано стягивающее дерево н а п р а в ­
ленного графа . Дерево начинается в ѵ0, откуда исходят все пути 
дерева . 

Сеть представляет собой с в я з н ы й г р а ф , в котором к а ж д о м у 
ребру и к а ж д о й вершине поставлено в соответствие неотрицательное 
число , называемое пропускной способностью [29]. Часто в сети выде­
л я ю т с я две вершины ѵа и ѵш; ѵа на зывается источником, a ѵа — 
стоком. П а р а , с о с т о я щ а я из пути от ѵа до ѵа и неотрицательного 
числа (которое ие должно превышать п р о п у с к н у ю способность ни 
одного ребра или вершины вдоль пути) , и з о б р а ж а ю щ а я поток вдоль 
этого п у т и от ѵа к ѵш, н а з ы в а е т с я путевым потоком от ѵа к ѵа. 

Поток в сети представляет собой т а к о й набор путевых потоков , 
что сумма чпеел всех путевых потоков через любую вершину или 
ребро сети не превышает п р о п у с к н у ю способность вершины пли 
ребра . Величина потока представляет собой сумму чисел путевых 

Ф п г. 2.10. Направ­
ленный граф, в ко­
тором выделено дере­

во. 

7-0 1037 
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потоков , которые составляют его. Р а з ъ е д и н я ю щ и м множеством 
в сети называется т а к о й набор ребер и вершин , удаление которых 
разъединяет ѵа и ѵа. Сумма пропускных способностей этих ребер 
и вершин я в л я е т с я величиной р а з ъ е д и н я ю щ е г о множества . 

Приведем здесь без доказательства теорему Форда и Ф а л к е р с о н а 
[25] о максимальном потоке п минимальном р а з р е з е . Экстремальные 
задачи о потоках в сетях не будем обсуждать . ( Д о п о л н и т е л ь н у ю 
информацию можно получить в 125а], где дается глубокое и з л о ж е н и е 
вопросов , с в я з а н н ы х с максимальными потоками, и смежных задач. ) 

Теорема 2 .9. Максимальная величина среди всех потоков (называе­
мая максимальным потоком) от источника ѵа к стоку ѵы сети 
равна минимальной величине среди всех величин разъединяющих 
множеств (называемой минимальным- разрезом). 

В г л . 5 дается а л г е б р а и ч е с к а я формулировка задачи о потоках 
в с е т я х . 

В е р ш п н ы и ребра м н о г о г р а н н и к а можно рассматривать к а к вер­
ш и н ы и ребра соответствующего графа в 7г-мерпом пространстве . 
В с в я з и с этим может в о з н и к н у т ь интерес к исследованию смеж­
н ы х задач в теории графов . 

В о з в р а щ а я с ь к обсуждению линейного п р о г р а м м и р о в а н и я (раз ­
дел 2.3), заметим, что в симплексном процессе не требуется , чтобы 
л и н е й н а я ф у н к ц и я была м а к с и м а л ь н о й во всех в е р ш и н а х ограничи­
вающего м н о г о г р а н н и к а ; достаточно, чтобы она м а к с и м и з и р о в а л а с ь 
в некоторых пз них . В этом случае могут существовать р а з л и ч н ы е 
пути , ведущие пз н а ч а л ь н о й вершины в конечную. Иногда д л я 
практического рассмотрения полезно бывает знать г р а н и ц ы д л я 
числа т а к и х путей . Следствие к теореме 2.11, к о т о р а я будет сформу­
л и р о в а н а н и ж е , обеспечивает нас т а к о й информацией . Д а д и м без 
доказательства следующую теорему: 

Теорема 2.10 (Балинский). Вершины, рассматриваемые как точки, 
и ребра, рассматриваемые как линии выпуклого многогранного множе­
ства S [встречающегося в задаче линейного программирования, в кото­
рой выпуклая оболочка вершин представляет, собой многогранник S, 
не лежащий внутри никакой (л — 1)-мерной гиперплоскости], обра­
зуют п-связный граф. 

Теорема 2.11 (Унтии) . Граф G является п-связным тогда и только 
тогда, когда существует п непересекающихся путей между любой-
парой точек [88]. 

Доказательство. В нижеследующем доказательстве , данном 
Б а л п и с к п м , и с п о л ь з у ю т с я идеи теории потоков в сетях . 

Введем сеть, обозначив п р о и з в о л ь н у ю п а р у точек через ѵа и ѵа. 
П р и п и ш е м п р о п у с к н у ю способность 1 к а ж д о й вершине G, за и с к л ю ­
чением ѵа и ѵа, и п р о п у с к н у ю способность (п + 1) к а ж д о м у 
ребру G, за исключением ребер , соединенных с ѵа и ѵш. Е с л и такие 
ребра существуют, припишем им п р о п у с к н у ю способность 1. В полу-
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ченной сети примем, что м а к с и м а л ь н ы й поток меньше п. Тогда 
м и н и м а л ь н ы й р а з р е з должен быть меньше 7г. Т а к к а к это противоре­
чит тому, что G — гг-связный г р а ф , м а к с и м а л ь н ы й поток-должен быть 
не менее гг. Н и одна вершина не может иметь двух единичных путевых 
потоков , п р о х о д я щ и х через нее. Поэтому существует п непересекаю­
щ и х с я путей от ѵа к ѵа. Т а к д о к а з ы в а е т с я необходимость. Доста­
точность очевидна. 

Следствие. Существует не менее п непересекающихся путей между 
любой парой вершин многогранного выпуклого множества S. 

Замечание. Степень вершины равна ч и с л у ребер, инцидентных 
с ней . Д и р а к [181 д о к а з а л , что если к а ж д а я вершина графа с не более 
чем 2п в е р ш и н а м и имеет н а и м е н ь ш у ю степень ?г-> 1, то граф имеет 
ц и к л , который проходит через к а ж д у ю вершину в точности один р а з . 

Примеры задач о мпогогралнпках п других экстремальных 
задач, в которых используются идеи теории графов 

Определение. Диаметром м н о г о г р а н н и к а я в л я е т с я наибольшее 
число ребер на любом п у т и между любыми двумя вершинами . 

Упражнение 2.24. Н а й д и т е диаметры п я т и п р а в и л ь н ы х много­
г р а н н и к о в с единичными ребрами в трехмерном пространстве . 

Теорема 2.12. Максимальный диаметр d трехмерных выпуклых 
многогранников с п вершинами задается формулой 

Доказательство [45]. По теореме Б а л и н с к о г о , соответствующий 
граф я в л я е т с я трехсвязным; по теореме У и т н и , л ю б а я п а р а вершин 
с в я з а н а т р е м я непересекающимися п у т я м и . Е с л и расстояние между 
п а р о й в е р ш и н равно диаметру d, то длина каждого из трех путей 
~^сІ\ следовательно , к а ж д ы й путь имеет не менее чем d — 1 вершин, 
помимо данной п а р ы . П о с к о л ь к у все вершины р а з л и ч н ы , получаем 

3 (d — 1) + 2 < п 
и л и , т ак к а к d — целое число , 

Равенство имеет место д л я т р е у г о л ь н о й призмы с четырехгранными 
ш а п к а м и на т р е у г о л ь н и к а х в верхнем и п п ж н е м основаниях в случае 
п == 2 mod 3. В других с л у ч а я х одна и л п обе ш а п к и могут быть 
удалены. 

Определение. Наименьшее целое 7-, т акое , что длпна пути от 
некоторой вершины до любой д р у г о й вершины не превышает г, 
на зывается радиусом многогранника. 

7* 
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Гипотеза (ІОкович и Мун). Максимальный радиус трехмерных 
выпуклых многогранников с n ^ 6 вершинами больше или равен 
1(п + 4)/4]. 

Мун и Мозер [58] и з у ч и л и следующую задачу в Аг-мерном п р о ­
странстве . Н а з о в е м максимальное число вершин на любом простом 
пути в многограннике , у которого не все пз n (n ^ к + 1) вершин 
л е ж а т в (к — 1)-мерном пространстве , длиной пути. Е с л и р (п, к) 
обозначает минимальную длину пути всех таких м н о г о г р а н н и к о в , 
то р (га, 3) < (2га + 13)/3 [см. 8а ] . 

В общем случае получаем [581. 

Теорема 2.13. 

р (», к) < (2А: + 3) {[1 — 21 {к + 1)1 га - (к - 2)} юеа/іоеь _ 1 < 
< ЗАті1ое 2 / ' °е \ 

Теорема 2.14 (Эрдёш). Пусть г и г' — максимальное и. .минималь­
ное расстояния, определенные п точками на плоскости. Тогда г может 
встречаться не более чем п раз, а г' — не более чем Зга — 6 раз |21] . 

Доказательство. • Е с л и РХР2

 = 1 1 = '"> т 0 л и п н и РХР2 

и P3Pt д о л ж н ы пересекаться ; в противном случае диаметр много­
у г о л ь н и к а Р1Р2Р3РІ п р е в ы ш а л бы г, что противоречит предположе­
нию о максимальности г. Соединим только те вершины, расстояние 
м е ж д у которыми равно г. Надо рассмотреть два с л у ч а я : 

1. Е с л и к а ж д а я точка с в я з а н а не более чем с двумя другими 
точками , то существует не более чем 2га с в я з а и н ы х упорядоченных 
п а р ; следовательно , число сегментов л и п н и длины г не превосходит п. 

2. Е с л и точка Рг с в я з а н а с тремя точками Р2, Р3, Р 4 , причем 
отрезок РіР3 л е ж и т между РХР2 и РіР^ (заметим, что угол Р^РгР4 ^ 

я / 3 ; в противном случае Р2Р^ > г, что невозможно , п о с к о л ь к у 
г — максимальное расстояние) , то точка Р3 пе может быть с в я з а н а 
ни с к а к о й другой точкой Р,, так к а к отрезок P3Pt должен пересекать 
н РХР2 п РХР.Ѵ. Е с л и опустить Р3, то число точек и число макси­
м а л ь н ы х р а с с т о я н и й у м е н ь ш а е т с я на единицу, и д л я з а в е р ш е н и я 
доказательства можно применить и н д у к ц и ю . 

Рассмотрим теперь все точки, р а с с т о я н и я между которыми р а в н ы 
г'. Соединим только эти точкп. Н и к а к и е из соединяющих сегментов 
не пересекаются в точке , к о т о р а я ие я в л я е т с я одной из данных 
п точек; в противном случае н е к о т о р а я пара пз четырех точек, опре­
д е л я ю щ и х эти сегменты, была бы сближена больше, чем на П о л у ­
ч а ю щ и й с я граф я в л я е т с я п л а и а р и ы м , п. так к а к д л я такого графа 
Е <С ЗУ — 6 (очевидно, что формула Эйлера т а к ж е имеет место 
для плоской к а р т ы и поэтому соотношения , приведенные для много­
г р а н н и к о в , т а к ж е в ы п о л н я ю т с я ) , получаем искомый результат Зга—6. 

Теорема 2.15. В трехмерном пространстве максимальное рас­
стояние между га точками не может встречаться более чем 2п—2 раз. 

Д о к а з а т е л ь с т в о приводится в [331. 
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В k-мерном пространстве частота появления максимального рас­
стояния между п точками имеет вид [221 

при некотором е > 0. 
Все вышеизложенное я в л я е т с я частным случаем задачи Б о р с у к а 

(см. [32], стр . 418). 
П р е д с т а в л я е т с я ли каждое ограниченное множество А в ?г-мерном 

п 
евклидовом пространстве в виде A \J Ah где диаметр At меньше , 

і=0 
чем диаметр A, і = 0, 1, . . ., 7г? Диаметром множества я в л я е т с я 
наибольшее расстояние (или супремум) между любыми двумя точками 
множества . 

Замечание. Пусть / (п) — наименьшее число р а з л и ч н ы х расстоя­
н и й м е ж д у п п р о и з в о л ь н ы м и точками на плоскости . Н а п р и м е р , если 
п = 3, то д л я равностороннего т р е у г о л ь н и к а / (3) = 1 . К в а д р а т 
и п р а в и л ь н ы й п я т и у г о л ь н и к соответственно дают / (4) = / (5) = 2. 
В общем случае 

/ ( « ) > - ^ = - 1 . 
2 у 9 

Мозер [59] п о к а з а л , что если точки я в л я ю т с я вершинами выпуклого 
многоугольника , то 

/ < » » № ] • 
Кратчайшие пути и пекоторые задачи в теории графов 

Обычная задача , к о т о р а я встречается в теории графов , з а к л ю ­
чается в том, что требуется найти п у т ь , состоящий из наименьшего 
числа дуг между любыми д в у м я точками . Она н а з ы в а е т с я задачей 
о кратчайшем пути. Иногда может потребоваться отыскание к р а т ­
чайшего простого ц и к л а между д в у м я точками , когда пи одиа из дуг 
или вершин на обратном пути не повторяет дуг или вершин на п р я ­
мом пути . 

Б о л е е трудной задачей я в л я е т с я задача о т ы с к а н и я кратчайшего 
пути между д в у м я точками, который проходит через к а ж д у ю из 
заданного количества точек . Иногда требуется найти к р а т ч а й ш и й 
ц и к л , п р о х о д я щ и й через заданное число точек. Е щ е более т р у д н о й 
задачей я в л я е т с я задача о к о м м и в о я ж е р е , к о т о р а я возникает , когда 
в к а ж д о й из предыдущих задач ребрам приписываются р а с с т о я н и я . 

У п р а ж н е н и е 2.25. Сформулируйте задачу о коммивояжере 
с п городами в матричной форме н п о к а ж и т е , что существует п\ р а з ­
ных путей, к а ж д ы й из которых проходит через п городов. Г л о б а л ь ­
ный оптимум (т. е. к р а т ч а й ш и й путь) я в л я е т с я одним из них . 

Д а д и м теперь два а л г о р и т м а отыскания к р а т ч а й ш и х путей . 
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Алгоритм кратчайшего пути 

Пусть vnw — две вершины графа G; требуется н а й т и к р а т ч а й ш и й 
путь между ними. И с п о л ь з у е м следующий алгоритм. Шаг за шагом 
будем, приписывать каждой вершине х графа G число т, равное крат­
чайшему расстоянию от ѵ до х, следующим образом. На нулевом 
шаге припишем ѵ нулевое расстояние. Если все вершины, которым 
приписано расстояние т, образуют известное множество Е (т) на 
(т + 1)-м шаге, то припишем расстояние (т + 1) вершинам множе­
ства Е (т + 1) = {х I х 6 Е (к), к ^ m, а х является конечной вер­
шиной дуги, начальной вершиной которой является точка у £ Е {т)}. 

Ф и г . 2.11. 

Процесс оканчивается после достижения w. Если w Ç. Е (т), можно 
проследить кратчайший путь от и к w, возвращаясь назад от w сле­
дующим образом. В качестве предпоследней вершины выбираем любую, 
предшествующую w (т. е. любую вершину, которая находится непо­
средственно перед w на любом пути, ведущем в w), которой приписано 
число (т — 1). В качестве предпредпоследней вершины выбираем 
любую предшествующую из тех, которым приписан вес (то — 2), и т. д . 

Мы применили этот алгоритм к примеру , который иллюстрирует ­
с я фиг. 2.11. Заметим, что вершине , которой приписано число 1, 
у ж е не приписывается другое расстояние 5, а вершине w, которой 
ранее приписано расстояние 3, не приписывается другое расстояние , 
в данном случае 6. Д л и н а кратчайшего п у т и р а в н а 3. К а к п р о х о д и т 
этот путь , очевидно. 

У п р а ж н е н и е 2.26. В приведенном выше решении воспользуйтесь 
предыдущим алгоритмом, чтобы н а й т и к р а т ч а й ш и й путь от ѵ к w 
после и с к л ю ч е н и я последней дуги , ведущей к w. 

И з л о ж е н н ы й выше алгоритм непригоден д л я р е ш е н и я задачи , 
в которой задаются действительные длины (иногда они н а з ы в а ю т с я 
пропускными способностями) дуг . В этом случае отыскивается путь 
с наименьшей суммарной длиной независимо от числа дуг , которые 
его составляют . Однако решение предыдущей задачи будет получено , 
если к а ж д о й дуге приписана единичная длина . 

Следующий алгоритм п р е д л о ж и л Ф л о й д [24а]. Требуется найти 
кратчайшие расстояния между всеми упорядоченными парами вершин 
одновременно. Эта задача возникает при рассмотрении н а п р а в л е н н о г о 
графа . Е с л и не существует дуги , соединяющей какую-то п а р у точек , 
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то фиктивной дуге , соединяющей их , приписывается бесконечная 
длина . П р и применении алгоритма к г р а ф у с п в ершинами исполь­
з у е т с я примерно и 3 с л о ж е н и й и сравнений . Этот алгоритм основан 
на идее, состоящей в том, что п р и рассмотрении р а с с т о я н и я вдоль 
пути , проходящего через некоторую вершину , ее можно исключить 
путем и с п о л ь з о в а н и я длины каждого пути , состоящего из дуги , 
в е д у щ е й от данной вершины к последующей. П р и вычислениях 
к а ж д а я у п о р я д о ч е н н а я п а р а вершин считается соединенной дугой , 
длина которой равна текущему значению элемента матрицы, так что 
д л я и с к л ю ч е н и я вершины требуется (?г — I ) 2 операций . Заметим, что 
необходимо определять р а с с т о я н и я и до исключенной вершины. 

Ф п г. 2.12. 

Алгоритм Флоііда для случая, когда дугам приписывается длина 

Пусть niij — т е к у щ а я длина кратчайшего пути из і в (тіи + 
•f- Щи) — т е к у щ а я длина пути из і в / , проходящего через к; еслп 
п о с л е д н я я величина меньше т^, то она используется в дальнейшем. 
Ф о р м а л ь н о алгоритм Флойда состоит из 
с л е д у ю щ и х шагов : 

1. Полагаем і = 1. 
2. (УУ Ф і Э Щц + Щк < >rijh) ( V f c Ф 0 . 

з а м е н я е м mih на + mih. 
3. У в е л и ч и в а е м і на 1. 
4. Е с л п і ^ /г, переходим к ш а г у 2; 

в противном с л у ч а е п р е к р а щ а е м процесс 
р е ш е н и я . 

Ф и н а л ь н а я (предельная) матрица дает д л и н у кратчайшего п у т и 
м е ж д у любыми д в у м я точками . В е д я учет изменений, вносимых д л я 
получения конечной формы, можно сохранить достаточно информа­
ц и и д л я того, чтобы проследить к р а т ч а й ш и й путь м е ж д у любыми 
д в у м я вершинами . 

Алгоритм будет давать п р а в и л ь н ы й ответ, если некоторые дуги 
имеют о т р и ц а т е л ь н у ю длину , при условии , что в графе нет контуров 
•отрицательной длины. П р и рассмотрении д и а г о н а л ь н ы х элементов 
•финальной м а т р и ц ы становится ясной с и т у а ц и я , так к а к они дают 
д л и н у к р а т ч а й ш е г о к о н т у р а д л я соответствующей в е р ш и н ы . Е с л и 
•отрицательные к о н т у р ы не встречаются , то р е з у л ь т а т ы я в л я ю т с я 
приемлемыми. 

Рассмотрим пример иа фиг. 2.12, в котором вершины пронумеро­
ваны, а рядом с д у г а м и п р о с т а в л е н ы д л п н ы к а ж д о й из симметричных 
пар дуг . М а т р и ц а примера [ти] имеет вид 

1 
2 
3 
4 

1 2 3 4 
оо 2 оо 6 
2 оо 2 оо 

оо 2 оо 1 
6 оо 1 оо 
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Н а п р и м е р , т13 -— о о . Эта величина заменяется на 11-м шаге алго­
ритма величиной ?7? l 2 - j - m.l3 — 4. Аналогично 7?г14 = С. Н а 27-м шаге 
эта величина з аменяется на ( » / 1 з -|- /??.3.,) = 5 и т. д. Т а к и м образом, 
к р а т ч а й ш и й путь от 1 к 3 проходит от 1 к 2 п затем от 2 к 3. К р а т ­
ч а й ш и й путь от 1 к 4 сначала проходит к а к к р а т ч а й ш и й путь от 1 к З 
и затем от 3 к 4. Однако к р а т ч а й ш и й путь от 1 к 3 у ж е известен. Следо­
вательно , чтобы пройти от 1 к 4, н у ж н о сначала пройти от 1 к 2, 
затем к 3 и, н а к о н е ц , к 4 при помощи ?n 2 1 + тЛЛ — 8 на 3-м шаге . 
Однако эта величина снова заменяется на т23 + гпЗІ = 3 на 
25-м шаге . 

Теорема 2.16. Алгоритм Флойда дает матрицу кратчайшего 
пути, если граф не имеет контуров отрицательной длины. 

Доказательство (Мерчлэнд) 160а]. В бесконтурном пути между 
д в у м я в е р ш и н а м и ни одна вершина не повторяется . Е с л и путь не 
я в л я е т с я бесконтурным, то он содержит одни пли несколько контуров 
(пли петель) , по всегда существует в л о ж е н н ы й путь без контуров . 
( Т а к и х путей может быть несколько . ) Т а к к а к ни одни контур в графе 
не имеет отрицательную длину , среди всех путей , соединяющих две 
вершины, найдется по к р а й н е й мере один, который я в л я е т с я одно­
временно и бесконтурным и кратчайшим. 

Пусть основная о п е р а ц и я , которая состоит в замене nijj на 
imik + mhj)i тіп + mkj <- mu, на зывается утроением, (і, к, j). Н а з о ­
вем к промежуточной вершиной. 

Алгоритм, к а к у к а з ы в а л о с ь ранее , содержит к а ж д у ю возмож­
ную т р о й к у в точности один раз ; тройки , в которых п р о м е ж у т о ч н а я 
вершина я в л я е т с я начальной или конечной, опускаются , так к а к они 
бесполезны. 

В а ж н ы м д л я доказательства я в л я е т с я то обстоятельство, что эти 
п (п — I ) 2 троек с г р у п п и р о в а н ы в п г р у п п , где к-ю г р у п п у составляет 
к а ж д а я п о л е з н а я т р о й к а с промежуточной вершиной к. 

В ы ч и с л е н и я начинаются с того, что в матрице п р о с т а в л я ю т с я 
длины дуг . Л е г к о видеть , что к а ж д ы й элемент финальной матрицы 
соответствует реальному пути . В доказательстве следует п о к а з а т ь , 
что ни одно расстояние не я в л я е т с я сл ишк ом большим. 

К а ж д о е кратчайшее расстояние , соответствующее единственной 
дуге , с о х р а н я е т с я до конца вычислений . П е р в а я г р у п п а троек с про­
м е ж у т о ч н о й вершиной 1 г а р а н т и р у е т , что к р а т ч а й ш и е р а с с т о я н и я , 
образованные п у т я м и из двух дуг с промежуточной вершиной 1, 
получены п р а в и л ь н о . 

Примем в качестве п р е д п о л о ж е н и я математической и н д у к ц и и , 
что алгоритм позволяет н а й т и кратчайшее расстояние между к а ж д о й 
п а р о й вершин , между которыми имеется к р а т ч а й ш и й путь , п р о м е ж у ­
точной вершиной которого с наибольшим номером я в л я е т с я (к — 1). 
Ввиду выбранного р а с п о л о ж е н и я троек эти конечные значения рас ­
стояний д о л ж н ы быть получены до того, к а к будет достигнута 
г р у п п а к. 
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Пусть А: — н а и в ы с ш а я вершина на кратчайшем бесконтурном 
пути от вершины г-' к вершине w или , если существует несколько 
таких путей, пусть к — н а и м е н ь ш а я из наивысших промежуточных 
вершин на любом пз этих путей. Т р о й к а (г, k, w) встречается 
в к-ш группе троек . Подпутн от ѵ к к и от к к w пути , который содержит 
к, имеют более низкие промежуточные вершины, чем к. По пред­
положению индукции эти р а с с т о я н и я получаются правильно и, к а к 
отмечалось выше, до того, к а к достигается г р у п п а к. Следовательно, 
выполнение операции у т р о е н и я (г;, к, w) позволяет найти к р а т ч а й ­
шее расстояние от ѵ до w, так к а к кратчайшие р а с с т о я н и я от и до 
к и от к до w у ж е будут определены. 

Следовательно, если предположение индукции справедливо д л я 
(к — 1), то оно справедливо и д л я к. П о с к о л ь к у известно, что оно 
справедливо д л я 1, можно з а к л ю ч и т ь , что алгоритм позволяет пра ­
вильно находить кратчайшие р а с с т о я н и я при любой наибольшей 
промежуточной вершине на кратчайшем пути . 

Построение дерева минимальной полной длины 

Л е г к о представить себе задачи, в которых требуется построить 
пути между н е с к о л ь к и м и центрами , если существует один и только 
один п у т ь , соединяющий любые два центра . Из всех т а к и х в о з м о ж ­
ных систем путей между центрами н у ж н о найти тот, который имеет 
минимальную полную длину . Заметим, что необходимым условием 
того, чтобы дерево имело м и н и м а л ь н у ю полную дл п п у , я в л я е т с я то, 
что длина к а ж д о й хорды должна быть не менее м а к с и м а л ь н о й из 
длин ветвей фундаментального контура , который она определяет . 
В противном случае , и с п о л ь з у я эту хорду , можно сделать един­
ственную замену . О к а з ы в а е т с я , что необходимое условие я в л я е т с я 
и достаточным, но доказать это с л о ж н о . 

Чтобы выбрать дерево м и н и м а л ь н о й полной длины, сначала 
нумеруем ребра в порядке в о з р а с т а н и я длин так , что длина e-t ие 
превосходит длины е7-, если і •< j . Затем начинаем с отбора ех и п р и ­
бавляем е2, если е2 не образует контур с ех. П р о д о л ж а я рассматри­
вать ребра последовательно в порядке в о з р а с т а н и я номеров, отби­
раем ребро , если оно ие образует контур с множеством ранее ото­
бранных ребер, и отбрасываем его в противном случае . Этот процесс 
всегда приводит к построению дерева м и н и м а л ь н о й полной длины 
(см. доказательство в [50а]). 

Д р у г и е примеры задач оптимизации в теории графов: 
1. Т р е б у е т с я найти к р а т ч а й ш и й простой контур (так называемый 

га.мимьтонов контур), п р о х о д я щ и й через к а ж д у ю в е р ш п п у данного 
связного графа с л в ершинами . Эта задача с в я з а н а с задачей о комми­
в о я ж е р е , однако в ней ничего не говорится о длине ребер , а учиты­
вается только их число . П р и рассмотрении этой задачи Г а м и л ь т о н 
в з я л додекаэдр , воткнул и г о л к и в его вершины и обвертывал н и т к у 
вокруг иголок , двигаясь от одной и г о л к и к другой , чтобы получить-
г а м ил ь т о и о в контур . 
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2. Задача Штайнера. Пусть дано п точек на плоскости. Требует­
с я найти к р а т ч а й ш и й путь , соединяющий эти точки так , что из 
любой данной точки можно достичь любой другой точки, п р о х о д я 
через некоторые пз точек , если это необходимо. Это может быть 
минимальное стягивающее дерево, если граф реально задан . 

3. Задача о китайском почтальоне {впервые изучена Куаном). 
Т р е б у е т с я найти последовательность замкнутых ребер, к о т о р а я 

включает каждое ребро связного графа по меньшей мере один раз 
и имеет м и н и м а л ь н ы й полный вес. (Таким образом, задача состоит 
в том, чтобы удвоить некоторое количество ребер так , чтобы полу­
ч и л с я у н и к у р с а л ь н ы й граф , д о б а в л я я м и н и м а л ь н ы й вес в ходе 
этого процесса. ) Граф я в л я е т с я у н и к у р с а л ы і ы м , если можно пройти 
вдоль всех его ребер, не повторив пи одно ребро [9] . 

Полные графы без треугольников 

Определение . П о л н ы й граф на плоскости представляет собой 
множество пз п в е р ш и н . н а плоскости, попарно с в я з а н н ы х ребрами 
т а к , что два ребра пересекаются не более чем в одной точке и два 
ребра с общей вершиной не пересекаются . 

Теорема 2.17. Минимальное число ребер, которое можно удалить 
из полного графа на плоскости для того, чтобы оставшийся граф 
не имел контуров, состоящих из трех ребер, равно С~п — А, 
где 

( « 2 

7 п четное 
А — наибольшее целое число, < 4

1 „ 
не превосходящее ^ uxl - î iZ-L^ п"~ 1 , п нечетное. 

Доказательство. Р а з б и в а я все вершины па два мпожества с одина­
ковым числом элементов (в случае нечетного п в одном из множеств 
на одну в е р ш и н у больше) и с в я з ы в а я к а ж д у ю в е р ш и н у одного множе­
ства с к а ж д о й вершиной другого множества , получаем двудольный 
граф. Ч и с л о ребер этого графа представляет собой н а и б о л ь ш у ю 
ц е л у ю часть вышеприведенного в ы р а ж е н и я . Поэтому в обоих слу­
ч а я х число оставшихся ребер еп не меньше этого числа . Чтобы дока­
з а т ь , что эти значения я в л я ю т с я н а и л у ч ш и м и среди всех в о з м о ж н ы х , 
воспользуемся методом математической индукции . Р е з у л ь т а т с п р а ­
ведлив при п = 2. Д л я любого простого графа (т. е. д л я графа с не 
•более чем одним ребром между п а р о й вершин) с числом ребер еп ^ 1, 
)і в е р ш и н а м и (7г четное) и без т р е у г о л ь н и к о в еп =sC 7 г 3 / 4 . Чтобы убе­
диться в этом, разобьем все вершины иа два мпожества , к а к у к а з а н о 
выше , н рассмотрим п а р у вершин , по одной из каждого мпожества . 
Соединим эту п а р у ребром. Соединим т а к ж е одну нз них со всеми 
в е р ш и н а м и соответствующего ей множества , а д р у г у ю со всеми 
в е р ш и н а м и другого мпожества . Н п одна вершина одного множества 
я е с в я з а н а с в е р ш и н а м и другого множества , т ак к а к тогда получа -
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лись бы т р е у г о л ь н и к и . Поэтому выбранные две вершины с в я з а н ы 
с остающимися (п — 2) в е р ш и н а м и (п — 2) + 1 ребрами. Т а к и м 
образом, 

Аналогичные р а с с у ж д е н и я можно провести и в случае нечетного п. 
Этим з а в е р ш а е т с я доказательство , т ак к а к С\ я в л я е т с я числом 
ребер в полном графе. 

Максимальное число трехдуговых циклов в направленном графе [3, 9] 

Снова рассмотрим полный граф с п в е р ш и н а м и на плоскости . 
К а ж д о м у ребру теперь можно приписать н а п р а в л е н и е , которое у к а з ы ­
вается стрелкой . Н а п р а в л е н н о е ребро называется дугой. П р и к а ж д о м 
з а д а н и и н а п р а в л е н и й всем ребрам можно пересчитать простые ц и к л ы , 
которые образуют эти дуги . Т а к о й ц и к л можно пройти , н а ч и н а я 
с какой-то вершины и с л е д у я в н а п р а в л е н и и дуги , идущей к другой 
вершине , затем аналогично переходя по дуге к третьей верпшне 
и т. д. до тех пор , пока , наконец , дуга не приведет в исходную верши­
ну . Е с л и н а п р а в л е н и я не заданы, ц и к л ы н а з ы в а ю т с я контурами. 
Очевидно, что по к р а й н е й мере один из методов з а д а н и я н а п р а в л е н и й 
позволяет получить наибольшее число таких ц и к л о в . Ч е м у равно 
это ч и с л о ? Рассмотрим здесь с л у ч а й ц и к л о в , к а ж д ы й из которых 
состоит из трех дуг . 

Существует способ представления т а к о й к о н ф и г у р а ц и и (назы­
ваемой направленным графом) при помощи м а т р и ц ы вершин. Чтобы 
построить т а к у ю матрицу , обозначим вершины через ѵх, . . . . ѵп 

и запишем их по в е р т и к а л и , к а ж д у ю слева от с троки матрицы; 
затем запишем их в том ж е п о р я д к е над столбцами. Элемент м а т р и ц ы , 
с т о я щ и й на пересечении і-й строки и / -го столбца, равен 1, если 
существует дуга , н а п р а в л е н н а я из вершины і в сторону вершины / . 
В противном случае элемент равен н у л ю . По г л а в н о й д и а г о н а л и все 
элементы р а в н ы н у л ю . 

Теорема 2.18. Максимальное число циклов, каждый из которых 
состоит из трех дуг, в полном графе с п вершинами при нечетном п 
равно 

Доказательство. Рассмотрим м а т р и ц у вершин, соответствующую 
этому г р а ф у . В матрице і-я с трока определяет отношение инцидент­
ности д л я дуг , п о л о ж и т е л ь н о инцидентных с і-й вершиной , т. е. исхо­
д я щ и х из этой вершины, тогда к а к і-й столбец определяет отноше­
ние инцидентности д л я дуг , отрицательно инцидентных с вершиной , 

(п — 2) + 1 + е п _ 2 > еп. 

Н о по и н д у к ц и и л е в а я часть равна 
/ л\ , (п — 2) 2 п2 

( 7 г - 1 ) + А _ ^ = _ . 
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т. е. входящих в эту вершину . Элемент т а к о й матрицы ati р а в е н 
единице, если существует дуга , н а п р а в л е н н а я пз вершины і к в е р ­
шине В противном случае элемент равен н у л ю . Е с л и обозначить 
через 7',- сумму элементов в t-й строке , а через ct — соответствующую 
сумму в і-м столбце, то 7-,- + ct = п — 1, так к а к і-я в ершина с в я з а н а 
п — 1 ребрами с остальными 7? — 1 вершинами . 

Полное число контуров с тремя ребрами равно Сп. Однако эта 
величина не совпадает с числом ц и к л о в . В ц и к л е все ребра должны 
быть н а п р а в л е н ы в одну сторону. Поэтому, если две дуги п о л о ж и ­
тельно инцидентны с вершиной , они не могут входить в один ц и к л , 
потому что их н а п р а в л е н и я взаимно п р о т и в о п о л о ж н ы . Обратно , 
к а ж д ы й контур из трех дуг , который не я в л я е т с я ц и к л о м , имеет 
в точности два ребра , положительно (отрицательно) инцидентных 
с одной и той же вершиной. 

Т а к к а к сумма г £ элементов і-й строки дает число дуг , н а п р а в л е н ­
ных из і-й вершины, следует исключить из полного числа контуров 

п 
величину 2 Cl , т. е. сумму по всем строкам числа сочетаний по 

І = І 

два из Г;. Это дает следующее в ы р а ж е н и е д л я числа ц и к л о в : 

П 71 

с п. 2 ~сп — 2 2 №— 
i = l i = l 

П о с к о л ь к у граф я в л я е т с я полным, число его ребер равно Сп, и д о л ж -
п 

но иметь место соотношение 2 Г І ~ Сп, потому что п о л н а я сумма 
і=1 

по всем строкам д о л ж н а учитывать все ребра графа . 
Т е п е р ь получаем д л я числа ц и к л о в в ы р а ж е н и е 

71 

С п. ~Ь ~2 Сп 2 2 ' ' ' 
і=1 

и задача состоит в том, чтобы определить і\ т ак , чтобы эта величина 
была м а к с и м а л ь н о й . Выбор rt соответствует полному графу со спе­
ц и а л ь н о й ориентацией , к о т о р а я м а к с и м и з и р у е т число ц и к л о в . Доста-

п 

точно определить і\ т ак , чтобы 2 ' 1 была м и н и м а л ь н а , потому что 
і=1 

эта величина вычитается из постоянной величины в вышеприведен­
ном в ы р а ж е н и и , которое должно быть м а к с и м и з и р о в а н о . П р е д ы д у ­
щее рассуждение было бы пригодно и в том случае , если б ы мы и с п о л ь ­
з о в а л и сумму элементов ct столбца и тот факт , что две дуги с одина­
ковой ориентацией относительно вершины, с которой они инци­
дентны, не могут входить в один ц и к л . Тогда надо было бы найти ct, 
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которые максимизируют 
п 

Г'л - i - JL Г'1 — "V г? 
і = і 

Т а к и м образом, мы имели бы максимальное число ц и к л о в , если 
найдены с,-, которые минимизируют 

TL 

S Cf . 
i = l 

И т а к , максимальное число ц и к л о в симметрично относительно 
і'і и ct, т. е. они д о л ж н ы быть равны. Т а к к а к ?\ + ct = п — 1, п р и 
нечетном п получаем 

Г і = (п - 1)/2. 

Минимальное число пересечений на пути от пункта 
отправления к пункту пазначеппя [9, 93] 

Н а кирпичной фабрике имеется m печей, где обжигают кирпичи . 
Затем кирпичи г р у з я т в м а л е н ь к и й специальный вагой у к а ж д о й 
печи, н а п р а в л я ю щ и й с я к любой из п платформ, к которым подходят 
грз ' зовпки. Т а к к а к к а ж д а я печь должна р 

быть с в я з а н а ж е л е з н о й дорогой с к а ж д о й 
из погрузочных платформ, ж е л е з н о д о р о ж ­
ные л и н и и имеют очень много пересечений. 
П р о х о д я через пересечения, вагоны часто 
сходят с рельсов , что приводит к падению 
кирпичей и транспортным заторам иэ фабри­
ке . З а д а ч а состоит в том, чтобы п р о л о ж и т ь 
пути от печей к п у н к т а м н а з н а ч е н и я с мини­
мальным числом пересечений и тем самым 
минимизировать вероятность того, что вагон Ф п г. 2.13. 
сойдет с рельсов . 

Эту задачу можно решить в р а м к а х теории графов , где железно­
дорожным л и н и я м соответствуют ребра графа , связывающие верши­
ны, которые соответствуют печам, с д р у г и м и вершинами, соответ­
ствующими погрузочным платформам. Н а к л а д ы в а е т с я одно условие , 
что н и к а к и е т р и ребра не могут пересекаться в одной и той ж е точке, 
если она не я в л я е т с я вершиной . Однако два ребра могут пересе­
к а т ь с я в промежуточной точке . Н а п р и м е р , в случае , когда имеются 
четыре печи 0 2 , . . ., 0 4 и четыре платформы Рг, . . ., Р 4 , полу­
ч а е т с я четыре пересечения , которые помечены знаком X на фпг. 2.13. 

Гипотеза ( Ц а р а н к е в и ч ) . Минимальное число внутренних пересече­
ний ребер, соединяющих каждую из р вершин с каждой из q вершин 
двудольного графа Cptq на плоскости (предполагается, что два ребра 
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(r 2 - r) (s2 - s), если Р = 2г, Q = 2s, 
(r2 - r) если Р = 2г, g = 2s + 1, 

(s2 - s), если Р = 27- + 1, q = 2s, i 
о о 

IS" 
если Р = 27" + 1, q = 2s + 1, 

пересекаются не более чем в одной точке), больше либо равно 

I {СР, „) = 

или просто 

где [х] означает наибольшее целое число, не превосходящее х. 

Замечание. Д в у д о л ь н ы й граф С Р і ( ? н а з ы в а е т с я полным, есл и 
все р верптпн с в я з а н ы со всеми q в ершинами . 

В 1954 г. Ц а р а н к е в и ч [93] дал доказательство вышеизложенного-
у т в е р ж д е н и я (оно приведено т а к ж е в [9]), в котором П а у л ь К а п н е н 
в 1964 г. нашел о ш и б к у . Ц а р а н к е в п ч т а к ж е п р е д л о ж и л следующую 
общую схему р е а л и з а ц и и д л я п о л у ч е н и я предполагаемого числа 
пересечений. 

Построение схемы с минимальным числом пересечений произво­
дится следующим образом: рассмотрим систему декартовых к о о р д и н а т 
на плоскости . Е с л и m = 2?', выберем на осп х точки с абсциссами 

-7- , - (г - 1), . . ., - 2 , - 1 , 1 , 2 , . . ., г, 

а если 77?. = 27- -f- 1, выберем на этой оси точки с абсциссами 

-Г, - (Г - 1), . . ., - 2 , - 1 , 1 , 2 , . . ., 7-, (Г + 1). 

Е с л и п = 2s, выберем на оси у точки с ординатами 

—s, — (s — 1), . . ., —2, — 1 , 1 , 2 , . . ., s, 

а при п = 2s - j - 1 выберем точки с ординатами 

- s , - (s - 1), - 2 , - 1 , 1, 2, . . ., s, (s + 1) 

и затем соединим п р я м о л и н е й н ы м и отрезками все точки на осп х 
со всеми точками иа оси у. В~этом случае легко можно подсчитать все 
пересечения . 

Минимальное число пересечений [100*] 

С предыдущим материалом с в я з а н а с л е д у ю щ а я давно сформули­
р о в а н н а я гипотеза: 

Г и п о т е з а . Минимальное число пересечений Іп ребер полного графа 
Сп с п вершинами, изображенного на плоскости, задается формулой 

— , если п четное, 
64 

-ф^ — , если п нечетное, 
или просто 
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Д о к а ж е м сначала ату гипотезу д л я случаев д = 1, . . ., 10. 
Затем сформулируем общий принцип симметрии, обобщающий пред­
ставление случаев малых п, пз которого (при условии , что оп дока ­
зан) будет следовать гипотеза [70]. 

Рассмотрим к а ж д у ю в е р ш и н у графа Сп и п — 1 ребер , которые 
соединяют ее с остальными вершинами (т. е. звезду этой вершины) . 
Удаление этой вершины и ее звезды приводит к исключению всех 
пересечений, п р и х о д я щ и х с я на эти ребра . В результате п о л у ч а е т с я 
полный граф с п — 1 вершинами . Звезда любой другой вершины 
полного графа с п в ершинами имеет такое же пли отличное число 
пересечений. В общем случае , если xh i = 1, . . ., п, представляет 
собой число пересечений, п р и х о д я щ и х с я на ребра і-п вершины, то 

п 
полное число пересечений в графе Сп равно 1/4 ^ х ь т а к к а к к а ж д о е 

і = 1 
пересечение учитывается четыре р а з а , по одному р а з у прп рассмо­
трении к а ж д о й пз четырех в е р ш и н д л я двух ребер , о п р е д е л я ю щ и х 
пересечение . Т а к п м образом, получаем следующую теорему: 

Теорема 2.19. Если x h i = 1, . . ., п,— число пересечений, при­
ходящихся на звезду і-й вершины в полном графе Сп, то полное число-

п 
пересечений в графе задается формулой ЧЛ ^ Х І -

і = 1 

Теорема 2.20. Минимальное число пересечений Іп в полном- графе Сп 

необходимо удовлетворяет соотношениям 

Іп^- 4 Іп-і, П~^-Ь, 

7„ = 0, п < 5. 

Доказательство. Среднее чпело пересечений, п р и х о д я щ и х с я на 
одну вершину , в Іп равно AI J п. После у д а л е н и я вершины с чпслом 
пересечений, не меньшим среднего з н а ч е н и я , остается Сп _ г со сред­
ним числом пересечений не менее чем І п - г . Т а к п м образом, 

in — > i n - i , 

откуда следует искомое соотношение. 
П о в т о р я я эту процедуру , получаем 

j ^ га ( и — 1 ) ( г е — 2) . . . (n — k + i) j 
п ^ ( « - 4 ) ( n - 5 ) ( j i - 6 ) . . . (n— fc-3) n - ' " 

откуда можно найти н и ж н ю ю г р а н и ц у д л я / „ , если известно м и н и ­
мальное значение / „ _ ; , . Приведенное выше в ы р а ж е н и е можно пере ­
писать в впде [34] 

Cn-h 
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Р а с с у ж д а я по индукции , можно показать , что гипотетическая 
формула д л я Іп справедлива в случае четного п п р и условии , что 
она выполняется д л я непосредственно предшествующего нечетного 
з н а ч е н и я п. Это следует пз того, что 

д- ( f c _ 2 ) ä (fc-4)3 le (А-2)Д (fc-4) 
/.-—4 64 64 

Однако при нечетном к получаем 

к (к — і) {к— З ) 2 ( / о -5 ) (Л- — 1 ) (А: — 3)- /с (А: - 5 ) 
к—А 64 

(fc—1) (А—3)3 
~~ 64 

64 к - 4 

Г ли -п 4 -| (А; -1 )2(7 , -3 )3 х к-1 (к- 3)2 
[ V*- ^ fc_4_| — 64 /с—4 64 ' 

п и н д у к ц и я неприменима д л я перехода от четного с л у ч а я к нечет­
ному. Н а фиг. 2.14 п о к а з а н о , что = 0. 

Теорема 2.21. / 5 = 1. 

Доказательство. См. [51] или 1.91 и фиг. 2.15. 

Теорема 2.22. I s = 3. 

Доказательство. Теоремы 2.20 и 2.21 дают / „ ^ 3. Однако иа 
фиг. 2.16 показано , что Ів — 3 реализуемо. 

Изоморфизмом между двумя графами называется взаимно одно­
значное соответствие между их вершинами и ребрами, при котором 

\ и. 

Ф и г. 2.15. 

с о х р а н я е т с я инцидентность соответствующих ребер с соответствую­
щими вершинами. 

Теорема 2.23. Каждый полный граф с шестью вершинами и мини­
мальным числом пересечений изоморфен графу, изображенному на 
фиг. 2.16, если его пересечения рассматривать как вершины. 
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Доказательство. См. 169]. 
П р и стереографическом- проектировании граф сначала отобра­

ж а е т с я на сферу, ю ж н ы й полюс которой н а х о д и т с я на внутренней 
области, представляющей собой часть плоскости , а северный полюс 
я в л я е т с я н а ч а л ь н о й точкой лучей , которые проходят через сферу 
и к а ж д о й точке сферы ставят в соответствие точку на плоскости . 
Сфера, на которую отображен, граф , теперь переворачивается так , 
что северный полюс к а с а е т с я плоскости и граф отображается со 
сферы на плоскость , причем в качестве источника л у ч е й исполь­
зуется ю ж н ы й полюс. Т а к и м образом, определенную внутреннюю 
область можно преобразовать во внешнюю область . 

Теорема 2.24. І1 = 9. 

Доказательство. 
П р и м е н я я теорему 2.19 последовательно к / 7 = 3, 4, 5, 6, 

к а ж д ы й раз получаем в е р ш и н у с т а к и м числом пересечений, опре­
деленным звездой вершины, что после ее у д а л е н и я вместе со 
звездой остается граф Се с менее чем тре ­
мя пересечениями, что противоречит тео-
реме 2.22. 

Д о к а ж е м теперь , что I-, Ф 8 (случай 
7 7 = 7 д о к а з ы в а е т с я аналогично) . По теоре­
ме 2.19 имеем (8 X 4)/7 > 4. Поэтому с у щ е ­
ствует по меньшей мере одпа вершина с- пятью 
пересечениями. Заметим, что наличие вер­
шины с шестью или большим числом пересе­
чений противоречило бы теореме 2.22. Е д и н ­
ственная возможность здесь состоит в том, 
чтобы в з я т ь , н а п р и м е р , xt — 5, i = 1, . .. , 4, у і Х7=9 ü2 
и х-, = 4 , i = 5, . . ., 7. Во в с я к о м случае , 
после у д а л е н и я в е р ш и н ы с п я т ь ю пересече- ф п ѵ- 2 - 1 7 -
п н я м и остается подграф С 0 , который я в л я е т с я 
минимальным. И с п о л ь з у я фиг. 2.16, находим, что седьмая вершина 
может попасть в любую из трех областей, с в я з а н п ы х с остальной 
частью графа . Этпмн областями я в л я ю т с я : 1) в н у т р е н н я я область 
внутреннего т р е у г о л ь н и к а vtivuvc, ( в н е ш н я я часть внешнего т р е у г о л ь ­
ника ь\ѵ«ѵ9 сттмметрпчна этой области п р и стереографическом проек ­
тировании) ; 2) в н у т р е н н я я область т р е у г о л ь н и к а , подобного ѵ2ѵ6р„; 
3) в н у т р е н н я я область т р е у г о л ь н и к а , подобного ѵъѵвр2. Во всех трех 
с л у ч а я х ребра , соединяющие седьмую в е р ш и н у с любой из осталь­
ных вершин, д о л ж н ы иметь по меньшей мере шесть дополнительных 
пересечений, что противоречит тому факту , что при введении в е р ­
ш и н ы в граф по предположению должно п р и б а в л я т ь с я в точности 
пять пересечений. Т а к и м образом, І7 9. Однако на .фиг. 2.17 
п о к а з а н о , что граф с / 7 = 9 реализуем . Т а к о е представление пе 
я в л я е т с я единственным. 

8—01037 
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Теорема 2.25. / 8 = 18. 
Доказательство. Из теорем 2.20 п 2.21 имеем / 8 ^ 18. Однако 

па фпг. 2.18 п о к а з а н о , что граф с / 8 = 18 реализуем . Т а к о е пред­
ставление не я в л я е т с я единственным. 

Теорема 2.26. Ій = 36. 
Доказательство. По теореме 2.20 / 9 ^ 33. П р е д п о л о ж и м , что 

/ 9 = 35. П р и помощи метода, использованного в теореме 2.24, 
можно п о к а з а т ь , что граф С 9 с 33, 34 и 35 пересечениями должен 

с о д е р ж а т ь минимальные числа пеізесече-
иий графов С 7 , Съ, Ся, что противоречит 
следующей лемме, д о к а з а н н о й в 171]. 

Лемма. Если минимальный граф Сп 

содержит минимальный подграф Cn_h с 
к = 2, 4, 6, то Іп относится к графам, о 
которых говорилось в гипотезе, приведен­
ной на стр. 110. Доказательство д л я слу ­
чаев / 9 = 33, 34 проводится аналогично . 
Т а к к а к на фиг. 2.19 по каз ано , что х = 36 
реализуемо , / 9 = 36. Т а к о е представле­
ние не я в л я е т с я единственным. 

/ 8 = 18 Теорема 2.27. / 1 0 = 60. 

Ф и г. 2.18. Доказательство. По теоремам 2.20 н 
2.26 І10 ^ 60. Однако на фпг. 2.20 пока -

запо , что граф с І10 = 60 реализуем . Т а к о е представление не 
я в л я е т с я единственным. 

З а д а ч у о пересечениях в случае графа Сп алгебраически можно 
сформулировать следующим образом. Т р е б у е т с я найти неотрица­
тельные целые числа xt, i = 1, . . -, п, т акие , что существует гео­
м е т р и ч е с к а я р е а л и з а ц и я (т. е. возможность начертить иа плоскости) 
графа Сп с ХІ пересечениями, которые соответствуют і-й вершине , 
и что эти x-L доставляют м и п и м а л ы ю е (целочисленное) значение 

Заметим, что этот р е а л и з у е м ы й минимум / „ удовлетворяет условию 

которое дано в теореме 2.20. 
Теорема 2.28. Максимальное число пересечений в графе Сп полу­

чается, если расположить его вершины на многоугольнике и соединить 
их ребрами, проходящими во внутренней части многоугольника. 

Доказательство. П о с к о л ь к у каждое пересечение определяется 
четырьмя вершинами, максимально возможное число пересечений 
равно Сп и ребра , внутренние по отношению к м н о г о у г о л ь н и к у , 
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дают в точности это число пересечений, так к а к д и а г о н а л и к а ж д о г о 
ч е т ы р е х у г о л ь н и к а пересекаются во внутренней части многоуголь ­
н и к а . 

Можпо д ока з а т ь следующие теоремы, п е р в а я пз которых я в л я е т с я 
следствием теоремы 2.28: 

Теорема 2.29. В представлении графа Сп с минимальным числом 
пересечений xt > 0, і = 1, . . ., п. 

Теорема 2.30. Полный граф) с максимальным числом пересечений 
имеет такую реализацию, что ж,- — Xj при всех і и j . 

Доказательство. Из п р е д с т а в л е н и я в виде м н о г о у г о л ь н и к а полз^-
чаем 

ХІ — Сд, І = 1 , . . . , 72. 

Комбинаторная симметрия 

В геометрии симметрия определяется при помощи пзометрий , 
которые н а з ы в а ю т с я операциями симметрии (и их г р у п п автомор­
физмов) , о с т а в л я ю щ и х ф и г у р ы неизменными, или и н в а р и а н т н ы м и , 
х о т я их отдельные части перемещаются . Р а с т я ж е н и я , переносы 
и повороты фигуры и ее частей играют в а ж н у ю роль п р и описании 
ее симметрии. 

В этом разделе будут рассмотрены некоторые методы р е ш е н и я 
задач , в качестве основополагающего общего п р и н ц и п а которых 
п р е д п о л а г а е т с я существование более ш и р о к о г о п о н я т и я симметрии . 
Эти идеи еще д а л е к и от точной ф о р м у л и р о в к и и и з л а г а ю т с я здесь , 
чтобы с т и м у л и р о в а т ь теоретическое развитие в этой области . 

О б щ а я симметрия определяется п р а в и л а м и построения , п р и м е н я е ­
мыми д л я соответствующего р а з б и е н и я элементов множества на 
непересекающиеся подмножества , и п о л у г р у п п о й о т о б р а ж е н и й м е ж д у 
членами р а з б и е н и я . Д а н н о е комбинаторное свойство с о х р а н я е т с я 
при о т о б р а ж е н и я х , о б р а з у ю щ и х п о л у г р у п п у . Т а к и м образом, опера­
ц и и симметрии не изменяют комбинаторное свойство, тогда к а к 
члены р а з б и е н и я множества з а м е н я ю т с я поэлементно. Н а п о м н и м , 
что п о л у г р у п п о й н а з ы в а е т с я множество элементов, замкнутое отно­
сительно некоторой операции , ассоциативное и содержащее единич­
ный элемент. 

В качестве примера можно рассмотреть представление графа Сп 

с м а к с и м а л ь н ы м числом пересечений. Здесь множество р а з б и в а е т с я 
на отдельные элементы (тривиальное разбиение) , к а ж д ы й член 
представляет собой в е р ш и н у . Представление инвариантно относи­
тельно п р е о б р а з о в а н и я , которое переводит в е р ш и н у и ее звезду 
в д р у г у ю в е р ш и н у и ее звезду , с о х р а н я я п о р я д о к ребер, в котором 
онп р а с п о л а г а ю т с я в звезде . Вообще можно рассматривать любое 
разбиение . 
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Н а фиг. 2.21 представлены графы Ch, к, = 4, 5, 6, с м а к с и м а л ь н ы м 
числом пересечений; после у д а л е н и я любой вершины и ее звезды 

6 

Ф л г. 2.21. 

из Сп остается C7]_j с максимальным числом пересечений. В данном 
случае к а ж д ы й граф С„ содержит все графы более низкого п о р я д к а Ch, 
к = 1, 2, . . ., п. Ч и с л о графов п о р я д к а к равно С[\. 

Принцип регенерации в комбинаторной симметрии 

Отметим, что максимальность- с о х р а н я е т с я , еслп в ф и г у р у с мень­
шим числом вершин ввести дополнительные вершины. Поэтому 
если в представлении фигуры, к о т о р а я я в л я е т с я расширением ком­
бинаторно симметричной фигуры с меньшим числом элементов, 
обладающей определенным комбинаторным свойством (например , 
максимальностью числа пересечений) , симметрия с о х р а н я е т с я , то 
это свойство с о х р а н я е т с я и д л я большего множества . Процесс рас ­
ш и р е н и я можно рассматривать т а к ж е к а к суперпозицию фигуры 
с большим числом элементов на соответствующую фигуру с меньшим 
числом элементов. 

Т а к и м образом, б о л ь ш а я фигура я в л я е т с я расширением меньшей 
фигуры с сохранением симметрии. М е н ь ш а я фигура затем может 
быть получена из большей путем у д а л е н и я соответствующих элемен­
тов, из которых в свою очередь можно получить еще меньшие фигуры 
и т. д. Т а к и м образом, п о л у ч а е т с я у б ы в а ю щ а я последовательность 
фигур , к а ж д а я из которых с о х р а н я е т соответствующее комбинатор­
ное свойство. Процесс р а с ш и р е н и я с сохранением симметрии и соот­
ветствующих свойств н а з ы в а е т с я регенерацией. 

Возможность симметричной регенерации подсказывает следую­
щ а я гипотеза: 

Г и п о т е з а . Если известно, что данное комбинаторное свойство 
выполняется в симметричном представлении графа наименьшего 
порядка, использованном для разбиения множества, а также в соот­
ветствующем подмножестве семейства его непосредственных потом­
ков (чтобы быть уверенным в том, что правила симметричного 
построения позволяют последовательное расширение исходного под­
множества с сохранением комбинаторного свойства), то оно выпол­
няется для произвольного потомка. 
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В о з м о ж н о , наиболее существенный к р и т е р и й р а з р а б о т к и п р а в и л 
симметризации д л я построения минимального или максимального 
графа Сп основан на следующем определении: 

Определение . Симметричной р е а л и з а ц и е й полного графа я в л я е т с я 
n 

симметричный рисунок иа плоскости , д л я которого 2 ( Х І — ^'/)2 = 

і, 5 = 1 
= min. 

В о з в р а щ а я с ь к задаче о минимальном Сп, предположим, что 
n четно. Симметризация п р и переходе от С „ _ 2 к Сп путем введения 
двух в е р ш и н д о л ж н а удовлетворять критерию симметрии, который 
у ж е и с п о л ь з о в а л с я д л я построения симметричного графа С п _ 2 . 
Можно с к а з а т ь , что граф Сп, т ак ж е к а к и граф С п _ 2 , симметричен, 
если его в е р ш и н ы можно разбить на несвязанные п а р ы с сохранением 
в заимных соотношений между п а р а м и . 

П а р ы я в л я ю т с я взаимно заменяемыми в соответствии с числом 
пересеченнй, п р и х о д я щ и х с я на пх ребра , н с правилом п л п схемой 
и з о б р а ж е н и я этих ребер . Т а к и м образом, п а р а в е р ш и н с ребрами , 
соединяющими пх с остальными в е р ш и н а м и С п _ 2 (двойная звезда ) , 
образует к о н ф и г у р а ц и ю , идентичную к о н ф и г у р а ц и и , которую можно 
образовать из любых д р у г и х и/2 — 1 п а р . Любое ребро в двойной 
звезде п а р ы имеет такое ж е число пересеченнй в соответствии с п р а ­
в и л а м и симметричного построения , к а к и соответствующее ребро 
в любой д р у г о й п а р е . 

У д а л е н и е одной в е р ш п н ы любой и а р ы вместе с ее звездой пз 
графа Сп (п четное) д о л ж н о давать искомый г р а ф Сп_х с предпола ­
гаемым числом пересечений. Чтобы получить Сп _ 2 , следует у д а л и т ь 
д р у г у ю в е р ш и н у п а р ы . 

Построение симметричного графа Сп с предполагаемой величи­
ной / „ , к о т о р ы й удовлетворяет т р е б о в а н и я м к п а р а м вершин , 
подробно описано в доказательстве теоремы 1, приведенном в рабо­
те [7Ц. Н а п р и м е р , д л я Іхо п а р ы о п р е д е л я ю т с я т а к , к а к на фиг. 2.20. 
Одна в е р ш и н а п р и н а д л е ж и т виешнему м н о г о у г о л ь н и к у , а п а р н а я 
с ней вершина представляет собой самую у д а л е н н у ю в е р ш и н у (или 
одну из самых у д а л е н н ы х , если имеет место совпадение во в н у т р е н ­
нем многоугольнике . 

После у д а л е н и я любой п а р ы пз графа Сп, естественно, остается 
С п _ 2 . Вслед за дополнением пар к графу Сп более низкого п о р я д к а 
следует использовать п р а в и л а симметрии. П р и н ц и п р е г е н е р а ц и и 
влечет за собой следующую гипотезу : 

Г и п о т е з а . Если граф Сп минимальный, то можно выбрать г = 
= [п/2\ пар вершин Рг, . . ., РГ из Сп, таких, что если C2S — полный 
подграф) Сп, определенный вершинами Рх, . . ., Ps,i ^ s г — 1, 
то Cos — минимальный граф. Кроме того, если п нечетно, то в графе 
с в е р ш и н а м и V, Рх, . . ., РГ любой граф С 7 , определенный в е р ш и ­
нами V, Pi, Pj, Ph, минимальный. 
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З а д а ч а о минимальном числе пересечений в графе Сп я в л я е т с я 
частным случаем следующей общей задачи . Рассмотрим с в я з н ы й 
граф G с 7і в е р ш и н а м и , соединенными ребрами па плоскости следую­
щим образом: к а ж д а я в е р ш и н а соединена с к д р у г и м и в е р ш и н а м и 
(2 <^ к 77 — 1) т ак , что максимальное чпсло вершин имеет сте­
пень к. Определим минимальное число пересечений Іп (к) ребер 
в G д л я с л у ч а я , когда любые два ребра могут п е р е с е к а т ь с я самое 
большее один р а з в точке , отличной от вершпны. 

Решение этой задачи должно следовать из н а ш и х предшествую­
щих р а с с у ж д е н и й о симметричной р е а л и з а ц и и . И с х о д н у ю р е а л и з а ­
ц и ю можно использовать д л я того, чтобы у д а л и т ь необходимое 
чпсло ребер. Очевидно, н а п р и м е р , что п р и у д а л е н и и ребер , соединяю­
щих заданные пары, в случае четного п у м е н ь ш а е т с я наибольшее 
чпсло пересечений. В случае нечетного п д о л ж н а быть одна в е р ш и н а , 
ии одпо ребро которой не у д а л я е т с я ; в противном случае у другой 
вершппы пришлось бы у д а л я т ь (тг — 2) ребер и т. д. Это дает 

п(п — 2) (71 — 4) (га —6) — — ^ п р и п четном, 
Іп{п — 2)— i ( л _ 1 ) ( г е _ 3 ) 2 ( „ _ 5 ) 

64 п р и п нечетном, 

In ( п - 3 ) = 

?і (га — 4) ( г а - б ) 2 

— ~ — п р и тг четном, 
(га - З ) 2 (га — 5)2 

— п р и п нечетном, 

J „ ( 3 ) = 0, 
In (2) = О, 
/ п ( 1 ) = 0, 
/ „ ( 0 ) = 0. 

И н д у к ц и я цо к может о к а з а т ь с я полезной п р и переходе от с л у ч а я 
меньших 7і к большим. 

Замечание. Е с л и имеет место п р и н ц и п регенерации , то д о к а з а ­
тельство задачи Ц а р а н к е в и ч а может быть получено п р и помощи его 
симметричного построения . К а й н е и [46] д о к а з а л следующую теорему: 

Теорема 2 . 3 0 а . Если гипотеза Царанкевича справедлива, то 
/ „ ~ 7і 4 /64 при п —>- со. 

Доказательство. З а п и ш е м Sn = п~Чп и п о к а ж е м , что І і ш Sn = 
т г - ю о 

= 1 / 6 4 . Заметпм, что п р и фиксированном р полный граф Сп можно 
-разложить на полный двудольный граф Ср, „ _ р , в котором остальные 
ребра исключены. Обозначим множества в е р ш и н Ср, п _ р через Ѵр 

и У„_р. Пусть z — пересечение на р и с у н к е D графа Сп. Е с л и оно 
п р и н а д л е ж и т р а з л о ж е н и ю D p , n - P р и с у н к а D, соответствующего 



120 Глава 2 

разложеппго Ср, „ _ р графа С„, то в точпости две из четырех вершин , 
с в я з а н н ы х с х (т. е. четыре конечные точки двух ребер, пересекаю­
щ и х с я в .г), п р и н а д л е ж а т Ѵр; это можно реализовать в точпости 
ч е т ы р ь м я разными способами. (.Напомним, что если обе конечные 
точки ребра в D п р и н а д л е ж а т Ѵѵ или Т г „_ р . то ребро не п р и н а д л е ж и т 
Dp, п-р-) Можно выбрать м а к с и м а л ь н у ю систему пз m множеств 
в е р ш и н в D, состоящих пз р элементов, обладающую тем свойством, 
что л п к а к п е два множества в m не имеют общего подмножества пз 
двух элементов. Обозначим через m = m (п, р) число элементов в т. 
Т а к и м образом, можпо найти систему Dx. . . ., DlTl подмножеств D, 
т а к у ю , что каждое Dj представляет собой рисунок Ср, 7 1 _ р и каждое 
пересечение х в D п р и н а д л е ж и т самое большее четырем Dj. Поэтому 
чпело пересечений в D ие может превосходить с/х - f . . . + d—, где 
dj — чпело пересечений в Dj. 

По гипотезе Ц а р а и к е в п ч а получаем 
тіг > — Г Р 1 Г Р — '11 Г п- — Р '1 Г »-

1 V u p . п-р) |̂ "2" J L 2 II 2 J 
П о с к о л ь к у каждое Dj содержит по меньшей мере I (Ср, пере­
сечений, D содержит не менее чем 

пересечений ребер . Н о D и р выбирались произвольно , т ак что 
получаем 

1 — 
I { С р , п-р) 

п р и любом 1 < р <С п. 
Эрдёш и Х а н а н и [22а] п о к а з а л и , что 

l i m m (/г, р) (Сіу1 С% = 1 
71—уоо 

п р и любом 2 ^ р ^ п. И с п о л ь з у я эти соотношения , д л я любого 
фиксированного целого р > 1 получаем 

Х [ " Т ' ] = Й ' М ' 
где 

Очевидно, что q (р) ̂  1, и легко видеть , что при данном е > 0 можно 
выбрать р достаточно большим, т ак что q (р) ^ 1 — е. Поэтому 
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и это вместе с у ж е установленным фактом, что предполагаемое-
значение Іп реализуемо и может быть использовано в качестве 
верхней г р а н и ц ы , дающей l i m Sn ^ a / G J , приводит к д о к а з а т е л ь с т в у 

П - > о о 

теоремы. 

2.7. П о к р ы т и е ш а х м а т н о й доски [62, 72, 91] 

З а д а ч а . К а к о е наибольшее число ладей можно разместить на 
ш а х м а т н о й доске 8 x 8 т ак , чтобы н и к а к и е две ладьи не били одна 
д р у г у ю ? Решите эту з а д а ч у д л я ферзей, копен и слонов . Обобщите 
ее на с л у ч а й доски n X п. 

Решение для доски 8 x 8 . Заметим, что , если на доске н а х о ­
д я т с я более чем восемь ладей пли ферзей, по к р а й н е й мере две нз. 
этих фигур д о л ж н ы н а х о д и т ь с я па одной горизонтали или в е р т и к а л и 
и, следовательно , они будут бить д р у г д р у г а . М а к с и м а л ь н о е число-
фигур в к а ж д о м случае равно восьми. Н а п р и м е р , ладьи можно р а з ­
местить па восьми к в а д р а т а х любой из двух ц е н т р а л ь н ы х диагона­
лей. Всего возможно 8! ра змещений ладей , которые удовлетворяют 
у к а з а н н о м у выше требованию. З а д а ч у о р а з м е щ е н и и восьми ферзей 
на доске мы оставляем в качестве элементарного у п р а ж н е н и я . 

Что касается коней , заметим, что так к а к копь ходит с белого 
к в а д р а т а на ч е р н ы й , то, если все 32 к о н я размещены на белых к в а д р а ­
тах , ни один нз них не будет бить другого . С другой стороны, каждое 
черное поле может быть бито по меньшей мере д в у м я к о н я м и . Ч т о б ы 
п о к а з а т ь , что 32 — максимальное число , рассмотрим ш а х м а т н у ю 
доску 2 X 4. Н а ней к о н ь , с тоящий па любом поле , бьет в точности 
одно другое поле и, следовательно , можно р а с п о л о ж и т ь не более 
четырех коней так , чтобы они не бпли друг друга . Ш а х м а т н у ю 
доску можно покрыть восемью такими досками 2 x 4 , что дает 
максимум 32 к о п я . П о с к о л ь к у на м а л е н ь к о й доске могут мирно 
сосуществовать пе более четырех коней , н е л ь з я найти лучшего р а с ­
п о л о ж е н и я коней на большой доске 8 x 8 , т ак к а к ограничение 
па число копей па доске 2 x 4 всегда должно в ы п о л н я т ь с я . 

Принцип максимума 

Е с л и известно, что стандартный элемент обладает свойством 
м а к с и м а л ь н о с т и , т. е. и с п о л ь з у я его точные копии , можно п о к р ы т ь 
больший блок без п е р е к р ы т и й , то это можно использовать д л я полу­
ч е н и я в е р х н е й г р а н и ц ы размеров большего элемента, обладающего 
таким ж е свойством максимальности . 

З а й м е м с я теперь р а с п о л о ж е н и е м на ш а х м а т н о й доске слонов . 
Заметим, что на доске имеются 15 черных (белых) п а р а л л е л ь н ы х 
диагоналей , но па них можпо разместить только 14 слонов , потому 
что слоны, стоящие на п р о т и в о п о л о ж н ы х угловых п о л я х , у г р о ж а ю т 
друг д р у г у . Эти 14 слонов можно разместить па первой г о р и з о н т а л и 
и иа иеугловых п о л я х верхней г о р и з о н т а л и . 
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У п р а ж н е н и е 2.27. П о к а ж и т е , что максимальное число слонов 
равно 14. 

У п р а ж н е н и е 2.28. П р и помощи аналогичных р а с с у ж д е н и й пока­
ж и т е , что иа доске n X п максимальное число коней равно 

—, п четное, 

И 2 - | -1 
2 •, п нечетное. 

П о к а ж и т е т а к ж е , что максимальное число ладей равно n, а м а к с и ­
мальное чпсло слонов равно 2п — 2. Что касается ферзей, то при 
помощи с л о ж н ы х р а с с у ж д е н и й можно п о к а з а т ь , что максимальное 
чпсло их равно п. Одно из доказательств этого приводится в [42а 1, 
в нем используется понятие м а к с и м а л ь н ы х внутренне устойчивых 
множеств из теории графов . 

У п р а ж н е н и е 2.29. П о к а ж и т е , что максимальное чпсло к о р о л е й 
р а в н я е т с я [(п -\- 1) /2] 2 п р и 7г нечетном п (?г/2)2 п р и п четном. 

У п р а ж н е н и е 2.30. П о к а ж и т е , что минимальное чпсло к о р о л е й , 
которое можно разместить на ш а х м а т н о й доске n X п т ак , что 
каждое поле будет н а х о д и т ь с я под коптролем х о т я бы одного к о р о л я , 
равно 

— , еслп ? і = г 0 ш о с 1 3 , 

-—д-—, если /т. = 1 mod о, 

-—g , если /г = 2 mod о. 

П о к а ж и т е , что ответ в т а к о й ж е задаче , поставленной д л я ладей , 
р а в е н 7І (существует 2?гп — ni т а к и х расположений) и что д л я слонов 
это число тоже равно п. 

А л г е б р а и ч е с к а я п о с т а н о в к а . П р е д ы д у щ и е задачи о м а к с и м у м а х 
представляют собой частные с л у ч а и следующей постановки [72]. 
Т р е б у е т с я найти 

max 2 xt, ХІ = 0 и л и 1, i = l , n, 
i=l 

при ограничениях 
n 

Xi У_І &ijXj = 0, І — 1, . . . , 77, 
i = l 

где a u- = 0 и л и 1, i , j = 1, . . ., n,— элементы симметрической 
м а т р и ц ы , к о т о р а я н а з ы в а е т с я матрицей угроз, в к а ж д о й из строк 
которой ц и ф р а м и «1» у к а з ы в а ю т с я позиции , которым фигура у г р о ­
ж а е т с данного к в а д р а т а . 
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Замечание. Следующую задачу доставил Х е й л б р о и . Можно ли 
разместить 2п ферзей иа ш а х м а т н о й доске n X п т ак , чтобы н и к а к и е 
т р и из них не с т о я л и на одной линии? Н е с м о т р я на значительные 
у с и л и я , эта задача не была решена . Согласно теореме Эрдёша, если 
р — простое число , то на доске р X р можно выбрать р полей т а к , 
что н и к а к и е т р и из ппх не будут л е ж а т ь па одной л и н и и . 

Задача о покрытии шахматной доски пластипкамн домино. 
Алгебраическая формулировка [47а] . Д а д и м теперь алгебраическое 
решение задачи , к о т о р а я у ж е была поставлена и решена ранее 
(см. предисловие) : чему равно максимальное число пластинок доми­
но, необходимое д л я того, чтобы покрыть без н а л о ж е н и я к а к можно 
больше к в а д р а т о в ш а х м а т н о й доски , в которой удалены п р а в ы й 
в е р х н и й и л е в ы й н и ж н и й к в а д р а т ы ? К а ж д а я п л а с т и н к а домино 
покрывает два смежных к в а д р а т а . 

П о к а ж е м сначала , что этого н е л ь з я сделать с помощью 31 пла ­
стинки . Сопоставим к а ж д о м у к в а д р а т у ш а х м а т н о й доскп одночлен 
так , к а к у к а з а н о в табл . 2.3. Т а к и м образом, к в а д р а т у і, j сопоста-

Таблица 2.3 

7 Xlß •г"7;/7 

6 

5 

4 
! 

3 

2 У1 х'у-

1 У ту х-у xsy х°у х'у 

0 1 X •г-2 хз х;> х° х~ 

0 1 2 3 4 5 G 7 

вим хгу1. 
Е с л и перемножить (1 + х + х2 + • • • + ^ 7 ) (1 + У + У2- + • • • 

. . . + г/ 7), то п о л у ч и м все п о з и ц и и на ш а х м а т н о й доске . Алгебраиче ­
с к и исключение левого нижнего к в а д р а т а и правого верхнего дает 

(1 + х + . . . + ( 1 + у + . . , + lf) _ ! _ x i l f i 

П л а с т и н к и домино можно к л а с т ь горизонтально или в е р т и к а л ь ­
но. Н а п р и м е р , е с ли п о л о ж и т ь п л а с т и н к у домино в л е в ы й н и ж н и й 
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у г о л , то получим покрытие (1 -|- х), если ж е положить ее в е р т и к а л ь н о 
в этот же у г о л , то получим покрытие (1 -[- у). В общем случае 
пластинка занимает два смежных по горизонтали квадрата хауь 

и хапуь. Т а к и м образом, 
хауь + ха+гу = . г Ѵ (1 - I - х). 

Д р у г а я п л а с т и п к а , р а с п о л о ж е н н а я горизонтально в каком-то дру ­
гом месте, дает x''yd (1 + .г-). Д л я двух пластинок получается п о к р ы ­
тие хауь (1 -f- х) -f- xcyd (1 - j - х). Горизонтально расположенные пла ­
стинки домино дают в ы р а ж е н и е вида (1 - j - х) f (.г, у). Д л я верти­
к а л ь н о р а с п о л о ж е н н ы х пластинок соответствующее в ы р а ж е н и е имеет 
вид (1 -f- ;/) g (х, у). Чтобы учесть оба в ы р а ж е н и я , составим сумму 
(1 -f- л:) / {х, у) + (1 - ] - у) g (х. у). Е с л и п л а с т и н к и домино пере­
к р ы в а ю т с я , то может п о я в и т ь с я коэффициент , больший единицы, 
а если какой-то квадрат остается непокрытым, то соответствующий 
коэффициент равен п у л ю . Т а к и м образом, требуется найти / (.г, у) 
и g {х. у) с коэффициентами 0 и 1, т акие , что 

(1 + z + . . . + х') (1 + у + . . . -і- if) - 1 - . т У = 
= (1 + х) / (х, у) + (1 + У) g (х, У). 

Это тождество должно быть справедливо п р и любых х и у. В частно­
сти, оно должно в ы п о л н я т ь с я при X = —1 и у — — 1 . Эти з н а ч е н и я 
обращают п р а в у ю часть в н у л ь . В ы р а ж е н и е (1 + х -|- . . . -f- х7) 
с левой стороны равно н у л ю . (1 -f- у -\- . . . -\- у") тоже равно н у л ю , 
а (—1) — ( — I ) 7 ( — I ) 7 - —2. Следовательно, —2 = 0. т. е. полу­
чено противоречие . Л е г к о проверить , что на доску можно п о л о ж и т ь 
максимум 30 пластинок . 

Замечание. Е с л и сделать коэффициенты / и g п р о и з в о л ь н ы м и , 
а не равными 0 и 1. то это будет означать использование пластинок 
р а з л и ч н о й т о л щ и н ы , причем толщина определяется коэффициентом, 
к а к , п а п р и м е р , 1 / „ в 1Lxayb (1 -1- х). Можно было бы поставить задачу 
о равномерном по высоте п о к р ы т и и доски п л а с т и н к а м и домино . 

С л е д у ю щ а я теорема я в л я е т с я интересным и полезным обобще­
нием задачи о п о к р ы т и и ш а х м а т н о й доски п л а с т и н к а м и домино НО]. 

Теорема 2.31 (де Бреі ін) [15а] . Пусть в n-мерном пространстве 
дан прямоугольный ящик со сторонами р;, і — 1, . . ., п; если его 
можно заполнить блоками со сторонами Oj, j = 1, . . ., п, где 
aj делит aj+x, j — 1, . . . . n (такой блок назовем гармоническим), 
то его можно заполнить блоками, которые все ориентированы в одном 
направлении, т. е. аг делит рг, а„ делит р2, . . ., ап делит рп, воз­
можно, после переупорядочивания р. 

Замечание. Условие , что а;- делит а і + 1 , необходимо. В противном 
случае , к а к показано на фпг. 2.22, я щ и к ие может быть з аполнен 
блоками , ориентированными п а р а л л е л ь н о какой-то одной из сторон. 
Е с л и блок пмеет размеры а, ß, где а не делит ß, н и а, ни ß ие будут 
д е л и т е л я м и ш и р и н ы я щ и к а а + ß (его длина равна a ß ) . 
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Доказательство теоремы 2.31. Д о к а ж е м сначала , что теорема 
с п р а в е д л и в а д л я блоков со сторонами 1, 1, . . ., 1, с. Т а к о й блок 
назовем плиткой. 

П р е д п о л о ж и м , что данный п р я м о у г о л ь н ы й я щ и к заполнен еди­
ничными к у б а м и , и припишем прямоугольные координаты k\, А\2, . . . 
. . ., кп к а ж д о м у к у б у . Заметим, что 
в ы р а ж е н и е 

2 (S e2ni(-kl+h°-+- • -+''^/с), 
А в 

Р 

Ф л г. 2.22. 

' з' величина к, 

где А — множество всех плиток , а УЗ — мно­
жество кубов в к а ж д о й плитке , опреде­
л я е т покрытие я щ и к а . К а ж д а я плита 
у к л а д ы в а е т с я п а р а л л е л ь п о некоторой сто­
роне pj я щ и к а . П о с к о л ь к у п е р в а я сумма 
берется по всем кубам в плитке , в в ы р а ж е н и и е . а,,•,-„•,.,„ ,„7 

пробегает все последовательные значения , относящиеся к этим 
кубам. Т а к к а к всего имеется с такпх кубов , к-Jc порождают все 
остатки по mod с, дающие все с корней единицы. П о с к о л ь к у весь 
я щ и к покрывается п л и т к а м и , эта д в о й н а я сумма д о л ж н а о б р а щ а т ь с я 
в н у л ь , потому что к а ж д ы й куб учитывается в какой-то плитке . 
Однако д в о й н а я сумма представляет собой к р а т к у ю запись в ы р а ж е -

Ѵп Ѵп-Ѵ 

н и я 2 2 
7tn=l ftn-i=l 

PI 
e 2 n i ( ; i i + - - . + ' ) n ) / c j которое описывает покрытие 

я щ и к а ; это в ы р а ж е н и е равпо 2 e

2 n i h n l c 2 е2л11'п-^° . . . 2 e 2 m h l / c . 
hn hn-i In 

Т а к и м образом, одни из членов этого произведения должен быть 
равен н у л ю . Т а к о й член , п о с к о л ь к у он представляет собой сумму, 
может обратиться в п у л ь только в том случае , если его индекс сум­
м и р о в а н и я пробегает по всем целочисленным значениям, кратным с. 
П р и этом сумма с к о р н е й едпипцы р а в н я е т с я н у л ю , т. е. некоторое ph 

і = 1, . . ., п, кратно с. Т а к и м образом, с должно делить длину 
одной нз сторон я щ и к а , а весь я щ и к можно заполнить п л и т к а м и 
п а р а л л е л ь н о этой стороне. 

Е с л и п р е д п о л о ж и т ь , что я щ и к может быть заполнен блоками 
р а з м е р а м и % X я 2 X . . . X а„ , то очевидно, что его можно запол­
нить п л и т к а м и р а з м е р а м и 1 X 1 X . . . X 1 X я„ , где ап делит 
Рі п р и некотором і. Б е з потери общности примем, что ап делит рп. 
Л ю б а я г р а н ь я щ и к а со сторонами рг . . . рп^ з а п о л н я е т с я (7?. — 1)-
мерпымн п л и т к а м и размерами 

X а., X . «1 

Й ! X Я о 

аг X а. 
X 
X 

X а„-і 
X а л _з 

X а п , 
X ап-і X я„, 

я 2 X 
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где к а ж д ы й раз опускается один сомножитель . Т а к к а к к а ж д ы й 
размер я,- делит а;+х, то г р а н ь молено заполнить п л и т к а м и р а з м е р а м и 
аг X а о X . . • X ß„_]. Стороны я„ плиток д о л ж н ы быть все ориенти­
рованы в н а п р а в л е н и и рп. Т а к и м образом, блоки полностью з апо л ­
няют часть я щ и к а м е ж д у одной из его г р а н е й и п а р а л л е л ь н ы м сече­
нием, которые имеют размеры рг X р* X . . . X р„ - і - Н ° теперь 
по пндз 'кцпп те ж е самые р а с с у ж д е н и я можно п р и м е н я т ь , н а ч и н а я 
с этого сечения , п а р а л л е л ь н о г о г р а н и я щ и к а , до тех п о р , пока 
весь я щ и к ие бз^дст з аполнен блоками , ориентированными в одну 
сторону . 

В [15а] д о к а з а н о , что если блок не я в л я е т с я гармоническим, то 
существует коробка , которую можно з а п о л н и т ь , х о т я она не кратна 
блоку . К о р о б к а н а з ы в а е т с я к р а т н о й блоку , если длины ее сторон 
к р а т н ы длинам сторон блока , возможно после п е р е у п о р я д о ч и в а н п я . 

2.8. Дискретная геометрия: упаковка, покрытие, 
заполнение [11, 13, 41, 56, 68, 80] 

З а д а ч и у п а к о в к и максимально возможного числа предметов (без 
н а л о ж е н и я ) в контейнере определенной формы и определенного 
объема встречаются во многих п р и л о ж е н и я х . Область этих п р и л о ж е ­
ний простирается от х р а н е н и я консервных банок в маленьком буфете 
до у п а к о в к и кабелей (цилиндров) в большой ц и л п п д р п ч е с к о й трубе . 
Известно , что о д н а ж д ы одна к о м п а п п я по перевозке цитрусовых 
н а н я л а в качестве консультанта математика , чтобы он отыскал 
н а и л у ч ш и е способы у п а к о в к и апельсинов в к о р з и н ы , что позволило 
бы максимизировать использование к о р з и н и минимизировать коли­
чество р а з д а в л е н н ы х апельсинов . Он помог уменьшить количество 
используемых к о р з и н и, следовательно , стоимость перевозки и, конеч­
но, количество испорченных апельсинов . 

Плотность , и л и эффективность , у п а к о в к и определяется к а к отно­
шение полной меры (например , п л о щ а д и п л п объема) у п а к о в ы в а е ­
мых предметов к мере пространства , в которое у п а к о в ы в а ю т с я эти 
объекты. Очевидно, эффективность ие превосходит единицы. С задачей 
у п а к о в к и с в я з а н а задача п о к р ы т и я пекоторого объекта множеством 
меньших предметов, которые могут п л и не могут п е р е к р ы в а т ь с я , 
т ак что к а ж д а я точка объекта п р и н а д л е ж и т по к р а й н е й мере одному 
из п о к р ы в а ю щ и х предметов. Эффективность в этом случае опреде­
л я е т с я так ж е , к а к и ранее , за исключением того , что здесь она 
может превышать единицу. 

Чтобы оценить плотность у п а к о в к и на бесконечной плоскости , 
рассмотрим п р о и з в о л ь н ы й к р у г радиуса R. Множество точек этого 
к р у г а , общих с у п а к о в ы в а е м ы м и предметами, имеет определенную 
п л о щ а д ь . Возьмем отношение этой п л о щ а д и к полной площади 
к р у г а и устремим R к бесконечности. Этот предел не зависит от 
местоположения центра к р у г а . 
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У п р а ж н е н и е 2 . 3 1 . Рассмотрим другой к р у г радиуса R, ц е н т р 
которого на ход ит с я на расстоянии d от центра первого к р у г а . П о к а ­
жите , что плотность у п а к о в к и п р и использовании этого к р у г а огра­
ничена снизу плотностью у п а к о в к и , соответствующей к р у г у р а д и у с а 
R — d, н ограничена сверху плотностью у п а к о в к и , соответствующей 
к р у г у радиуса R + d. 

П р и н я т и е п и щ и и п а р к о в а н и е автомобилей тоже могут с л у ж и т ь 
п р и м е р а м и у п а к о в к и . З а с т и л а н и е постели я в л я е т с я примером п о к р ы ­
т и я , которым люди занимаются с раннего детства. Одевание — это 
еще одни пример п о к р ы т и я ; объект , который д о л ж е н быть покрыт , 
составляет часть большего объекта , т. е. человеческого тела . Е с л и 
п о к р ы в а ю щ и е объекты просто з а п о л н я ю т пространство , не нере-
к р ы в а я с ь , то это выглядит так , к а к если бы они были у п а к о в а н ы 
в пространство . Б у д е м называть этот п о г р а н и ч н ы й с л у ч а й запол­
нением. 

Часто задачи об у п а к о в к е и покрытии и з у ч а л и с ь в легче под­
д а ю щ и х с я решению постановках , в которых использовались пра ­
вильные к о н ф и г у р а ц и и . Под целочисленной решеткой будем пони­
мать все линейные комбинации с целочисленными коэффициентами 
п линейно независимых векторов в н-мерном пространстве . В е к т о р ы 
целочисленной решеткн можно использовать д л я сдвигов любого 
измеримого по Л е б е г у множества К. Полученные множества обра­
зуют решеточную у п а к о в к у множеств К. Сдвиги К образуют п о к р ы ­
т и я , если к а ж д а я точка пространства п р и н а д л е ж и т х о т я бы одному 
пз этих множеств . Е с л и а — вектор , то сдвиг К на а равен (К -\- а). 

Упаковка на плоскости 

Конгруэнтные п р а в и л ь н ы е ш е с т и у г о л ь н и к и можно использовать 
д л я з а п о л н е н и я плоскости т а к и м образом, что в к а ж д о й в е р ш и н е 
будут сходиться т р и ш е с т и у г о л ь н и к а . Существуют еще два способа 
п о к р ы т и я плоскости п р а в и л ь н ы м и м н о г о у г о л ь н и к а м и . В одном из 
них попользуются п р а в и л ь н ы е конгруэнтные т р е у г о л ь н и к и , причем 
в к а ж д о й вершине с х о д я т с я по шесть т р е у г о л ь н и к о в , а в другом 
используются конгруэнтные к в а д р а т ы , причем в к а ж д о й вершине 
с х о д я т с я по четыре к в а д р а т а . И з этих трех способов п о к р ы т и я 
плоскости покрытие с помощью шестиугольников я в л я е т с я н а и л у ч ­
шим д л я у п а к о в к и вписанных единичных к р у г о в в н у т р и таких 
многоугольников . Мы вычислим эффективность т а к о й у п а к о в к и , 
которую обозначим через Eh, а т а к ж е эффективность у п а к о в к и 
единичных к р у г о в в к в а д р а т ы , которую обозначим через E s , а эффек­
тивность у п а к о в к и третьего типа оставим в виде у п р а ж н е н и я . Р а с ­
смотрим задачу у п а к о в к и р а в н ы х к р у г о в радиуса г = х / 2 на плоскости 
т а к и м образом, что к а ж д ы й к р у г к а с а е т с я шести д р у г и х к р у г о в , 
к а к показано на фиг. 2.23. К а ж д ы й т а к о й к р у г можно р а с с м а т р и в а т ь 
к а к к р у г , вписанный в п р а в и л ь н ы й ш е с т и у г о л ь н и к с тем же центром; 
эти ш е с т и у г о л ь н и к и заполняют плоскость . 
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Эффективность Eh п о л у ч а е т с я путем с р а в н е н и я площади пра ­
вильного т р е у г о л ь н и к а , в е р ш и н а м и которого с л у ж а т центры трех 
смежных к р у г о в , к а к п о к а з а н о на фиг. 2.23 (заметим, что б л а г о д а р я 
симметрии этот т р е у г о л ь н и к повторяется на всей плоскости) , с пло­
щ а д я м и секторов трех к р у г о в , с о д е р ж а щ и х с я вну тр и т р е у г о л ь н и к а . 

П л о щ а д ь т р е у г о л ь н и к а р а в н а ] / 3 / 4 . П л о щ а д ь каждого сектора 
р а в н а л/" 2/6. Поэтому площадь трех секторов равна Зл(1/2) 2/6'--= я / 8 . 
Эффективность т а к о й у п а к о в к и равна 

Ф и г. 2.23. Ф и г. 2.24. 

па плоскости так , чтобы получилась эффективность , б о л ь ш а я чем Eh. 
( Н и ж е мы дадим разные доказательства этого факта . ) 

Снова рассмотрим к р у г и радиуса г = Ѵ 2 на решетке точек с цело­
численными координатами и предположим, что к а ж д ы й к р у г вписан 
в единичный к в а д р а т с тем ж е центром из множества квадратов , 
п о к р ы в а ю щ и х плоскость (фиг. 2.24). Ч т о б ы определить эффектив­
ность т а к о й у п а к о в к и , воспользуемся симметрией с т р у к т у р ы иа 
всей плоскости . Сравним площадь едипичпого к в а д р а т а , у г л а м и 
которого с л у ж а т центры четырех смежпых к р у г о в (как показано 
па фиг. 2.24), с площадью четвертей к р у г о в , п о к р ы в а ю щ и х части 
к в а д р а т а . Получаем 

Д . ^ 4 Я ( У / 4
 0,786. 

1 4 
Т а к и м образом, у п а к о в к а к р у г о в в ш е с т и у г о л ь н и к и , о б л а д а ю щ а я 
большей эффективностью, я в л я е т с я более плотной у п а к о в к о й , чем 
у п а к о в к а к р у г о в в к в а д р а т ы . 

У п р а ж н е н и е 2.32. Определите эффективность п о к р ы т и я плоско­
сти к р у г а м и , вписанными в конгруэнтные п р а в и л ь н ы е т р е у г о л ь н и к и , 
покрывающие плоскость . 
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У п р а ж н е н и е 2.33. Заметим, что р а д и у с к р у г а , вписанного в пра ­
в и л ь н ы й м н о г о у г о л ь н и к с ?г сторонами, к а ж д а я из которых имеет 
д л и н у L , равен г = L ctg (ліп). П о к а ж и т е , что плотность у п а к о в к и 
к р у г а в т а к о й многоугольник р а в н а (л/п) l g (л/ri). Воспользуйтесь 
этим р е з у л ь т а т о м д л я того, чтобы определить эффективность у п а ­
к о в к и к р у г о в в трех у к а з а н н ы х выше с л у ч а я х . 

З а д а ч а . Определите число к р у г о в радиуса г, у п а к о в а н н ы х т а к , 
что к а ж д ы й из них к а с а е т с я шести д р у г и х п с о д е р ж и т с я частично 
или полностью в к р у г е радиуса R > кото­
рый имеет общий центр с одним из к р у г о в 
117]. 

Решение. Д л я простоты примем сначала , 
что расстояние между центрами двух смеж­
ных к р у г о в равно единице . П о с к о л ь к у центры R 
р а с п о л а г а ю т с я в т р е у г о л ь н и к е , вычислим 
чпело центров в одном из шести подобных 
секторов большого к р у г а . Пусть С — центр 
этого к р у г а . Тогда С не п р и н а д л е ж и т ни 
одному сектору (фиг. 2.25). Надо определить 0 

число центров на п р о и з в о л ь н о й в е р т и к а л ь - ф п г_ 2 .25. 
ной л и н и и в секторе и з н а ч е н и я этой в е л и ­
чины вдоль в е р т и к а л е й от 1 до п, где 
п — число центров , р а с п о л о ж е н н ы х вдоль радиуса R. 

Пусть к — число ц е н т р о в , р а с п о л о ж е н н ы х на радиусе вплоть 
до произвольно в ы б р а н н о й в е р т и к а л ь н о й л и н и и , число центров на 
которой X теперь надо вычислить . П о л у ч а е м 

IX -\- к sin - у j 2 + [к cos - у ) 2 == п". 

Т а к и м образом, 

и полное число центров N п о л у ч а е т с я путем с у м м и р о в а н и я по к> 
у м н о ж е н и я на шесть (по ч п е л у секторов) н п р и б а в л е н и я единицы 
д л я учета центра С, т. е. 

fe=0 

К в а д р а т н ы е с к о б к и означают взятие ц е л о й части . Е с л и ц е н т р ы 
отстоят более чем на 2г, то R = 2т будет содержать N центров 
и R = 2т -\- г будет содержать N к р у г о в . Т а к и м образом, п = 
— С/а Ц-R/?") — где квадратные скобки означают в з я т и е целой 
части. 

9—01037 
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У п р а ж н е н и е 2.34 [50]. Рассмотрим два к р у г а единичного р а д и у с а . 
Пусть (pi , Gj) и ( р о , Ѳ2) — п о л я р н ы е координаты их центров . Тогда 
расстояние d м е ж д у их центрами равно 

d = [р\ + рі — 2 р 2 р 2 cos (Ѳ1 - Ѳ . , ) ] 1 / 3 . 

Д о к а ж и т е , что два к р у г а можно у п а к о в а т ь в к р у г радиуса 2, если 
d ^ 4. Заметим, что равенство имеет место в случае к а с а н и я двух 
к р у г о в . 

У п р а ж н е н и е 2.35. N к р у г о в , к а ж д ы й из которых имеет радиус г, 
у п а к о в а н ы в н у т р и к р у г а радиуса R т а к , что к а ж д ы й к р у г к а с а е т с я 
большого к р у г а и не существует пустого пространства м е ж д у к р у ­
гами . П о к а ж и т е , что 

Л _ = 2 
г ~ l-tgS[(n/4)-(n/2JV)] ' 

Упаковка кругов на плоскости 

Здесь будет д о к а з а н а с л е д у ю щ а я теорема: 
Теорема 2.32. Плотность наиболее плотной упаковки равных 

кругов на плоскости равна п/У 12. 
Доказательство 1. Этапы этого доказательства будут даны н и ж е . 
П р е д п о л о ж и м , что имеется система к р у г о в радиуса 1 с центрами 

в точках Ру, Р2, . . ., к о т о р а я образует у п а к о в к у на плоскости . 
Сопоставим к а ж д о й точке Р г м н о г о у г о л ь н и к Вороного П (Рд, кото­
р ы й состоит пз всех точек плоскости , более близких к Pt, чем к любо­
м у д р у г о м у ц е н т р у . Эти м н о г о у г о л ь н и к и я в л я ю т с я в ы п у к л ы м и 
и в совокупности п о к р ы в а ю т всю плоскость без перекрытий . Д о к а ­
жем , что 

П л о щ а д ь [П (Pt)] > YÏ2. (2.1) 

Лемма 2 .3 . П у с т ь Ри Pj, Ph — произвольные три центра, и пусть 
X — произвольная точка. Тогда или | X — Р , | ^ 1^4/3, или 
I X — Р}\> "К473, или \ Х - Р к \ > 1̂ 473-

Доказателъство. Б е з потери общности можно п р и н я т ь точку X 

в качестве п а ч а л а отсчета. П р е д п о л о ж и м , что | Pt | < "j /4/З, 

I Ру I < У 4 / 3 , \ P h \ < / 4 7 3 ; 
п о л у ч и т с я противоречие 

Т а к к а к Pt, Pj, Ph — центры к р у г о в радиуса 1, которые я в л я ю т с я 
частью у п а к о в к и , получаем | Pt — Pj | ^ 2, | Pt — Ph | ^ 2 
и I Pj - Pk I > 2. Поэтому 

4 < I Pt - Pj I 2 = I Pi I 2 + I Pj I 2 - 2 I Pi I I Pj I cos0 i V , 
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где Qtj — у г о л , о б р а з о в а н н ы й отрезками OPt п OPj. Следовательно, 

4 < у + т - 2 | Р ; | І ^ І С О З Ѳ І , - , 

cos ѳ „ < — I - СI JP*! 1 I Г 1 < — 4 - • 

Отсюда вытекает , что 2 п / 3 < 0 J ; ^ п и аналогичные соотношения 
имеют место д л я Qik, н Ѳ^ . Н о это невозможно , и лемма д о к а з а н а . 

Пусть П (Pj) — А х , A n , . . ., A h , где А г , А о , . . ., A k — вершины 
м н о г о у г о л ь н и к а П ( P j ) . Тогда к а ж д а я вершина р а в н о у д а л е п а по 
к р а й н е й мере от трех точек Р , одной пз которых я в л я е т с я Р ; ; обо­
значим другие через Р } - и P k . 

И з леммы следует , что если А — к а к а я - т о вершина П ( P j ) , то 
х о т я бы одна из величин 
восходит 1/4/3. Т а к к а к 

\ А - Р І \ 

получаем 
А - Pj 

А — Р: 

A - P K 

пре-

\ А - Р І \ > Y (2.2) 

П р е д п о л о ж и м теперь , что к р у г с ц е н ­
тром PT радпуса 1 заменен на к р у г ра ­
диуса l / 4 / З и с центром в PT (фпг. 2.26). 
Тогда в силу неравенства (2.2) верши­
ны П ( P T ) не я в л я ю т с я внутренними 
точками этого к р у г а . Пусть S означает 
область , общую д л я этого у в е л и ч е н ­
ного к р у г а и П ( Р І ) . Очевидно, что Ф и г . 2.26. 
п л о щ а д ь П ( Р І ) не меньше п л о щ а д и S; 
поэтому д л я того, чтобы доказать неравенство (2.1), достаточно 
д о к а з а т ь , что площадь 

S > T / ÏT . (2.3) 

Пусть m — число п р я м о л и н е й н ы х отрезков , о г р а н и ч и в а ю щ и х S. 

Случай 1 ( Т о т ) , m ^ 6. 
Пусть ТГ — п л о щ а д ь области, л е ж а щ е й в н у т р и увеличенного 

к р у г а , но по д р у г у ю , если смотреть от PT, сторону от одного пз 
п р я м о л и н е й н ы х отрезков , о г р а н и ч и в а ю щ и х S (фиг. 2.27). Тогда 

Площадь S = - J- я - (Ті + Т2 + . . . + T M ) . 

Е с л и A j A j — та сторона П (РІ), к о т о р а я составляет часть гра­
ницы ТГ, то отрезок A t A j п е р п е н д и к у л я р е н отрезку РІР, соединяю­
щему РІ с каким-то другим цептром Р, п, т аким образом, PTP 2, 
так что PTK 1 (при отсутствии к а к и х - л и б о предположений относи-

9* 
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тепьыо 7??.). Т а к п м образом, 

где Т* — п л о щ а д ь сегмепта к р у г а радиуса У~4/3, отсекаемого х о р ­
дой, п р о х о д я щ е й на расстоянии 1 от Pt. Это показапо на фиг. 2.28. 

А; 

Ф п г. 2.27. Ф п г. 2.28. 

Простой расчет дает 'Ь*РгМ* = л / 6 , т ак что 

^ * = ! 4 ( т - ^ ) = 4 ( т - ^ ) -
Аналогичные соотношения имеют место д л я Т2, • • -, Тт. Следо­
вательно , 

П л о щ а д ь S> j 7 1 ~ т Т (т — ^Т~) > у я — 4 ( " F - ~ ^ Г ~ ) = У ^ ' 

п о с к о л ь к у 7И. ̂  6. 
(Равенство достигается только в том случае , если S я в л я е т с я 

п р а в и л ь н ы м шестиугольником , описанным около к р у г а радиуса 1 
с центром в Pt и, следовательно , вписанного в к р у г радиуса ] / 4 /3 . ) 

Случай 2 ( Ф ы о ) . 7 ? і > 7 . 
Здесь S состоит из 7?і т р е у г о л ь н и к о в , а т а к ж е из секторов к р у г а 

радиуса ] / 4 / 3 . П л о щ а д ь сектора равна 

1 / X / " X 1 / " X 1 
Y У TV Т Ѳ = = Т К 3" х Д л и и а Д У Г И с е к т о Р а > Y Х 

X Длина д у г и сектора . 
П л о щ а д ь каждого т р е у г о л ь н и к а равна 

1 1 X Основание х В ы с о т а > - т г X Основание, 

п о с к о л ь к у , к а к отмечалось выше, высота каждого т р е у г о л ь н и к а 
не меньше единицы. Т а к п м образом, 

Площадь S > • у X Периметр S. (2.4) 
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Пусть -Di-D2 . . . Dh — в ы п у к л ы й многоугольник , где к а ж д а я 
точка D я в л я е т с я серединой одного из п р я м о л и н е й н ы х отрезков , 
о г р а н и ч и в а ю щ и х S. Тогда DiDi+1 ^ 1 (так к а к расстояние м е ж д у 
любыми д в у м я точками Р больше либо равно 2 и к а ж д а я точка D 
я в л я е т с я средней точкой PjP). Поэтому периметр S ^5- ТгТ2 + . . . 
. . . -|- Тт 1\ ^ 7 , п в силу неравепства (2.4) площадь S 3,5 > У12. 
Следовательно , неравенства (2.3) и (2.1) доказаны . 

Т е п е р ь легко п о к а з а т ь , что , п о с к о л ь к у площадь каждого к р у г а 
равна я , плотность любой у п а к о в к и к р у г о в ие превосходит л/У'12. 

Равенство , согласно этому методу, достигается тогда и только 
тогда , когда используется у п а к о в к а в ш е с т и у г о л ь н и к и . Этим з а в е р ­
ш а е т с я доказательство . 

Доказательство 2 155]. 
1. П р е д п о л о ж и м , что имеется у п а к о в к а н е п е р е к р ы в а ю щ и х с я к р у ­

гов на плоскости н что эта у п а к о в к а я в л я е т с я насыщенной , т. е. н е л ь ­
з я добавить нн одного к р у г а так , чтобы 
ои не имел перекрыти й . 

2. Ц е н т р ы смежных к р у г о в могут быть 
соединены п р я м ы м и л и н и я м и , т а к что обра­
зуется сеть т р е у г о л ь н и к о в , п о к р ы в а ю щ и х 
плоскость , причем пи в одном т р е у г о л ь н и к е 
нет у г л а , превышающего 120°. Чтобы убе ­
диться в этом, возьмем к р у г с центром в Сг 

и д р у г о й , б л и ж а й ш и й к нему к р у г с цент­
ром в С„. Рассмотрим полосу м е ж д у д в у м я 
п а р а л л е л ь н ы м и л и н и я м и , п е р п е н д и к у л я р ­
ными к отрезку СХС2 (фиг. 2.29). Пусть 
С3 — центр к р у г а , ближайшего к Сг или С 2 

и к одной из п а р а л л е л ь н ы х л и н и й (на р а с ­
стоянии Д от нее). Ввиду того что система 
к р у г д о л ж е н существовать . 

Е с л и С3 л е ж и т в н у т р и полосы, то у г о л СгС2С3 д о л ж е н быть 
меньше 120°. Е с л и С3 л е ж и т вне полосы, то п р и помощи диаграммы 
и вычислений можно п о к а з а т ь , что к а ж д ы й угол т р е у г о л ь н и к а С1С2С3 

т а к ж е д о л ж е н быть меньше 120°. 
Заметим, что 

Ф п г . 2.29. 

н а с ы щ е н н а я , т а к о й 

sin Ѳ = 
С,С 2^3 < 

1 

Т а к и м же образом строится в с я сеть. 
3. Е с л и А — п л о щ а д ь треугольника , то 

УЗ<С-^-2.2-5Іпа<СА<8. 

Правое неравенство в ы п о л н я е т с я , п о с к о л ь к у система к р у г о в насы­
щ е н н а я , откуда следует , что основание и высота каждого т р е у г о л ь ­
ника не превосходят 4. Левое неравенство справедливо , твк к а к 
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длина к а ж д о й стороны не менее чем 2, а угол а т а к о й , что 60° ^ а < 
< 120°. Н а п о м н и м , что площадь т р е у г о л ь н и к а р а в н а половине 
п р о и з в е д е н и я его сторон на синус у г л а между пнмп. 

4. Возьмем к р у г С большого радиуса R с центром в точке О. 
Рассмотрим сеть т р е у г о л ь н и к о в , составленных из отрезков , соеди­
н я ю щ и х центры к р у г о в , которые частично пли полностью л е ж а т в С. 
Некоторые ребра будут пересекать С в н а п р а в л е н и и центров , л е ж а ­
щих вне С ( внутри к р у г а радиуса Уд-|-1). Ф о р м у л а Эйлера дает 
V — E-\-F = 1 д л я п л о с к о й сети. ( Д о к а ж и т е этот факт путем 
сведения задачи к т р е у г о л ь н и к у , д л я которого , к а к было показано 
ранее в этой главе , V — Е -\- F = 1, где V, Е, F — вершины, ребра 
и области сети.) Е с л и Е' — количество ребер , в х о д я щ и х в Е и л е ж а ­
щих на г р а н и ц е сети в С, то к а ж д о е из этих ребер ограничивает 
только одну область в сети. Получаем 3F = 2Е — Е', потому что 
к а ж д а я г р а н ь ограничена т р е м я ребрами и каждое ребро засчиты-
вается д в а ж д ы ; ребра Е' о граничивают только одну область . Поэтому 
F = 2V — Е' — 2. 

5. Е с л п обозначить п л о щ а д ь сети через п (С), к о т о р а я равна AF, 
то нз пи . 3 и 4 следует 

V3F^7i(C)<8F, и л и l < J i i g L = п ( С ) .. 
4 ' У З F уЪ(2Ѵ—Е' — 2) 

Очевидно, что еслп рассмотреть два концентрических к р у г а , одни 
из которых в н у т р е н н и й , а другой внешний по отношеппю к С, то 
получим 

я (Д — З ) 2 < п (С) < я (R + I ) 2 

и, следовательно , 
1 • " (С) Л 

ЭТОТ факт будет использован в п. 6. 
6. Пусть бд обозначает плотность у п а к о в к и . Тогда по опре­

делению 

Однако нз п. 5 следует , что 
лѴ < _ пѴ п (С) 

nlî1 у ' з (2У _ Е' — 2) я Я " - ' 

Н а ш а ц е л ь состоит в том, чтобы п о к а з а т ь , что 

о л = І іш — н т — — — г - пни 
н^с» n R - л-^оо У З ( 2 7 - Е' - 2) н-оо У12 

7. Д е л я числитель и знаменатель в п р а в о й части (*) иа_К и заме­
ч а я , что из R с о следует , что V ->• о о , получим, что я / У ' 1 2 я в л я е т -
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с я пределом п р а в о й частп п р и R - ѵ оо, если 

l i m -^т- = 0. 

Здесь Е' представляет собой т а к ж е число вершин (а т а к ж е число 
центров кругов) граничного м н о г о у г о л ь н и к а сети. П л о щ а д ь этих 
к р у г о в р а в н а лЕ' п с о д е р ж и т с я в кольце между к р у г а м и радиусов 
В. -г 2 и 7? — 4. Т а к и м образом, лЕ' <:; 12л (Ул — 1). И з п. 4 п о л у ­
чаем = 2 7 — Е' — 2, пли 2 7 > ./7, а из п. 5 получаем п (С) • < S./7. 
Следовательно, 

24л (R — 1) 192л (R — 1) 192 (Л — 1) 
F 1 1 (С) (Л — 3)2 

п р и Д—>-оо. 

Этим з а к а н ч и в а е т с я д о к а з а т е л ь с т в о . К а к мы у ж е видели ранее , 
г р а н и ц а л/"|/"12 достигается в случае ш е с т и у г о л ь н о й у п а к о в к и 
к р у г о в . 

Теорема 2.33. Если каждая точка плоскости покрыта (принадле­
жит) конечным числом кругов из совокупности единичных кругов, 
покрывающих плоскость, то плот­
ность этого покрытия больше либо 
равна 1,209. 

Доказательство. Построим сеть 
т р е у г о л ь н и к о в , к а к в задаче об у п а ­
ковке , но пачием с двух к р у г о в , к о ­
торые, п е р е с е к а я с ь , образуют л у н к у . 
Одна пз двух точек пересечения 
д о л ж н а быть покрыта третьим к р у ­
гом (если их н е с к о л ь к о , то выберем 
один) , центр которого попользуем 
в качестве третьей в е р ш и н ы т р е у г о л ь н и к а . К а ж д ы й т р е у г о л ь ­
ник имеет описанную о к р у ж н о с т ь , р а д и у с которой не п р е ­
восходит единицы. Но равносторонний т р е у г о л ь н и к имел бы 
большую п л о щ а д ь , р а в н у ю 3 / 4 " j /З . Т а к п м образом, п (С) <" 3 / 4 У3 F. 
Имеют место соотношения 

яѴ пѴ п (С) 

Ф и г. 2.30. 

> 
4я7 п (С) . 

я Д 2 „ (С) п д а ^ 3 У З 2V ' 

п р и R ->- о о получаем доказательство теоремы. (Покрытие , которое 
р е а л и з у е т эту плотность , показано па фпг. 2.30 [55].) 

Применения 

З а д а ч а о п а р к о в а н и и [40]. Имеется много р е а л ь н ы х задач , в кото ­
рых встречаются р а з л и ч н ы е геометрические п о н я т и я , н а п р и м е р 
р е г у л я р н ы е и н е р е г у л я р н ы е геометрические фигуры. Примером 
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может с л у ж и т ь задача о п а р к о в а н и и автомобилей. Д а ж е несмотря 
на то, что автомобили р а с п о л а г а ю т с я под р а з н ы м и у г л а м и и это 
может привести к необходимости модифицировать приводимые н и ж е 
р а с с у ж д е н и я , ответ з а с л у ж и в а е т в н и м а н и я . 

Постановка. Д а н а б о л ь ш а я п р я м о у г о л ь н а я область . Т р е б у е т с я 
определить наибольшее число к о н г р у э н т н ы х (сравнительно м а л е н ь ­
ких) к р у г о в , которые можно у п а к о в а т ь в пей так , что любой к р у г 
можно передвинуть , не т р о г а я д р у г и х к р у г о в . Что это за распо­
л о ж е н и е ? 

Ответ состоит в том, что следует использовать двойные р я д ы 
к р у г о в , где к р у г в одном р я д у к а с а е т с я двух к р у г о в в соседнем 
р я д у и ш и р и н а п р о м е ж у т к о в м е ж д у двойными ]эядами достаточно 
велика д л я того , чтобы можно было выкатить к р у г . В б л и з и г р а н и ц 
следует р а с п о л а г а т ь к р у г и в один р я д , но , п о с к о л ь к у п р е д п о л а ­
г а е т с я , что п л о щ а д ь п р я м о у г о л ь н и к а очень в е л и к а , этот вопрос 
не представляет большого интереса . Плотность этой у п а к о в к и равна 

4 - ( ] / 5 - 1 ) л , / 1 / Т 2 . 

З а д а ч а о земельном участке [81]. Д а й земельный участок большой 
п л о щ а д и п п к о н г р у э н т н ы х п р я м о у г о л ь н ы х домов, р а с п о л о ж е н н ы х 
на нем (стороны каждого дома р а в н ы а, и Ъ). К а к разместить дома 

Тип 1 Тип 2 Тип 3 

Ф п г . 2.31. 

т а к , чтобы р а с с т о я н и я м е ж д у любыми д в у м я домами были м а к с и ­
м а л ь н ы м и ? Обратно , п р и данном оптимальном ж е л а т е л ь н о м р а с ­
с т о я н и и d м е ж д у домами, какое максимальное число домов можно 
разместить на этой п л о щ а д и ? О к а з ы в а е т с я , что р е ш е п н я распадаются 
на т р п класса в зависимости от отношения сторон п р я м о у г о л ь н и к а . 
Примем , что б о л ь ш а я сторона к а ж д о г о дома имеет д л и н у Ъ = 1. 

Пусть S — п а р а л л е л ь н а я область на едпппчпом расстоянии от 
п р я м о у г о л ь н и к а , м е н ь ш а я сторона которого имеет длину а. Д л я 
удобства примем, что d = 2. Тогда ц е н т р а л ь н о симметричный шести­
у г о л ь н и к н а и м е н ь ш е й площади , с о д е р ж а щ и й S, будет относиться 
к типам 1, 2 и л и 3 в з ависимости от того, какое нз следующих трех 
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соотношений в ы п о л н я е т с я (фиг. 2.31): 

2 - Й, 

а < 4 - 1/12 = 0,536, 

4 - ] / Ï 2 < а < 2 - "J/2 = 0,586 

соответственно. 
Р а с с т о я н и е от к а ж д о г о дома, обозначенного п р я м о у г о л ь н и к о м , 

до ограничивающего ш е с т и у г о л ь н и к а равно половине разделяющего 
соседние дома р а с с т о я н и я . Грубо г о в о р я , следовало бы о ж и д а т ь 
интуитивно такого р е ш е н и я , так к а к ш е с т и у г о л ь н и к и з а п о л н я ю т 
всю плоскость . 

Упаковка в трехмерном и «-мерном пространстве 

Рассмотрим теперь у п а к о в к у сфер в трехмерном пространстве . 
Один из путей состопт в том, чтобы разделить (пли разбить) все 
пространство на единичные кубы и вписать сферу в к а ж д ы й куб . 
Т а к к а к к а ж д ы й куб имеет по шесть соседей, имеющих с ним по 
одной общей г р а н и , к а ж д а я в п и с а н н а я сфера будет к а с а т ь с я шести 
д р у г и х сфер. 

У п р а ж н е н и е 2.36. П о к а ж и т е , что эффективность т а к о й у п а к о в к и 
р а в н а приблизительно 0,524. 

Рассмотрим снова выгаез 'казанное разбиение трехмерного п р о ­
странства и представим себе, что все г р а н и кубов у д а л е н ы , но ребра 

Ф п г. 2.32. 

и вершины остались . Поместим сферу в н у т р ь куба так , чтобы она 
к а с а л а с ь всех ребер и п р о н и к а л а в соседние кубы через просветы, 
образованные после у д а л е н и я г р а н е н . 

Естественно , что некоторые к у б ы , соседние с данным, содержат 
сферические ш а п к и и, следовательно , в них н е л ь з я поместить сферу 
(фиг. 2.32, я) . Однако сфера может быть помещена в другие соседние 
к у б ы , так что сферические ш а п к и будут п р о н п к а т ь в кубы, которые 
у ж е содержат сферические ш а п к и . П р о д о л ж и м у п а к о в к у т а к и м ж е 
образом. Очевидно, что теперь к а ж д а я сфера к а с а е т с я двенадцати 
других сфер по ребрам к у б а . 
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Представим себе, что шесть сферических ш а п о к , п р о н и к а ю щ и х 
в соседние к у б ы , отсечены и р а с п о л о ж е н ы т а к и м образом, что они 
п р о н и к а ю т в н у т р ь шести г р а н е й одного из к у б о в ; т а к и м образом, 
к а ж д о й сфере можно сопоставить два к у б а . В п р е д п о л о ж е н и и , что 
стороны к в а д р а т а имеют д л и н у а, объем двух кубов р а в е н 2а? и объем 
сферы равен V = (4/3)я (а ] / 2 / 2 ) 3 . Эффективность, п л и плотность , 
т а к о й у п а к о в к и п р и а = 1 равна ѴІ2а? = я / 3 У2 ~ 0,74048; это 
наиболее п л о т н а я среди всех известных у п а к о в о к сфер. Стейнхауз 
[75], п о л у ч и в ш и й это значение плотности у п а к о в к и , отметил, что если 
бензин н а х о д и т с я во взвешенном состоянии в м ы л ь н о й эмульсии , 
причем д о л я э м у л ь с и и превышает 75%, то , вероятно , бензин не 
сгорит полностью, т а к к а к его сферы (или ш а р и к и ) не все могут 
с о п р и к а с а т ь с я . 

Известны два д р у г и х способа у п а к о в к и сфер в пространстве 
(фпг. 2.32, б, в), которые позволяют получить т а к у ю же плотность . 
Один пз них состоит в том, что сферы у п а к о в ы в а ю т с я в плоском 
слое так , что к а ж д а я касается шести д р у г и х , к а к это делается в слу­
чае наиболее плотной у п а к о в к и к р у г о в . Н а д этим слоем размещается 
следующий слой сфер так , что к а ж д а я сфера р а с п о л о ж е н а над поло­
стью м е ж д у т р е м я сферами. Т р е т и й слой р а з м е щ а е т с я так , что его 
сферы р а с п о л а г а ю т с я пад полостями первого с л о я , над которыми пет 
сфер второго с л о я . К а ж д а я сфера второго с л о я к а с а е т с я 12 сфер. 
Т о ч к и к а с а н и я образуют фигуру , к о т о р а я н а з ы в а е т с я кубоокта -
эдром. Опа п о л у ч а е т с я путем отсечения вершин правильного окта ­
эдра к у б о м , грани которого проходят через середины ребер окта­
эдра . Эта фигура пмеет шесть квадратов и восемь равносторонних 
т р е у г о л ы ш к о в . П р и третьем способе у п а к о в к и п р о и з в о д я т с я те ж е 
действия , что и выше, за исключением того , что здесь сферы в третьем 
слое л е ж а т над сферами в первом слое. В этом случае точки к а с а н и я 
образуют м н о г о г р а н п и к с 14 г р а н я м и , который п о л у ч а е т с я пз кубо-
октаэдра путем рассечения последнего пополам плоскостью, п р о ­
х о д я щ е й через ребра , образующие ш е с т и у г о л ь н и к , поворота одной 
п о л о в и н ы по отношению к д р у г о й на 60° и соединения этих п о л о ­
вин [50а] . 

Б ы л о показано [68], что эффективность напболее плотной у п а ­
к о в к и р а в н ы х сфер в трехмерном пространстве независимо от р а с ­
п о л о ж е н и я пх центров , к а к , н а п р и м е р , в случае с решеточными у п а ­
к о в к а м и , ие может превышать 0,7797. Н и ж н я я г р а н п ц а чпсла сфер 
п р п напболее плотных решеточных у п а к о в к а х известна д л я 2 ^ n ^ 

12, но неизвестна д л я больших з н а ч е н и й п [68]. 
Исследуем теперь г р а н и ц ы д л я плотностей у п а к о в к и и п о к р ы т и я 

7г-мерного пространства р а в н ы м и сферами. Рассмотрим п + 1 единич­
ных сфер радиуса 1, у п а к о в а н н ы х в гс-мерпом пространстве , центры 
которых совпадают с в е р ш и н а м и п р а в и л ь н о г о (п + 1)-симплекса 
с длипой ребер , р а в н о й 2. Пусть оп обозначает отношение объема 
частп симплекса , п о к р ы т о й сферами, к объему всего симплекса . 
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Р о д ж е р с 168] п о к а з а л , что эффективность иаболсе плотной у п а к о в к и 
единичных сфер в «.-мерном пространстве не превосходит ап. Д а н н е л с 
(см. т а к ж е [68], стр . 90) п р е д л о ж и л следующую асимптотическую 
формулу д л я <7„: 

п 
0"п ~ 2пГ± е • 

Е с л и 8% — плотность наиболее плотной решетчатой у п а к о в к и , 
а Ьп — плотность наиболее плотной у п а к о в к и , то 

- | £ < о £ < о д < с т п , 

где С — н е к о т о р а я константа . В е л и ч и н у ап теоретически можно 
вычислить п р и всех n, а п р а к т и ч е с к и оп вычислена д л я п = 2, 3, 4. 
В е р х н я я г р а н и ц а б,г ^ ап я в л я е т с я н а и л у ч ш е й из всех известных 
г р а н и ц при произвольном п. Г р а н и ц ы , лучшие чем <5£ пС/2п, 
вычислены д л я 9 ^ n ^ 12 (см. в [68] с сылку на Ч а у н д и , Б а р н з а , 
Коксетера и Тодда) , а т а к ж е д л я некоторых больших величин п [2а] . 

Н и ж н я я г р а н и ц а д л я плотности покрытия 7і-мерпого простран­
ства п + 1 равными сферами дана в работе [12], где рассматриваются 
единичные сферы, центры которых р а с п о л о ж е н ы в в е р ш и н а х пра ­
вильного (п - г 1)-симнлекса с ребром [2 (n - j - 1)/п]1/2. Оферта п о к р ы ­
вают весь спмплекс (с п е р е к р ы т и я м и ) . 

Е с л и тп — отношение суммы объемов частей («секторов») сфер, 
л е ж а щ и х в симплексе , к объему всего симплекса , то н и ж н я я г р а п п ц а 
плотности п о к р ы т и я пространства единичными сферами равна 

/ 2п \п/2 

Задача (нерешенная). Д а н а сфера в трехмерном пространстве . 
Т р е б у е т с я определить минимальное число сфер того ж е р а з м е р а , 
которые можно р а с п о л о ж и т ь в о к р у г данной сферы т а к , чтобы пол ­
ностью покрыть ее, т. е. чтобы все п р о д о л ж е н и я радиусов у п и р а л и с ь 
в одну из сфер. Естественно , некоторые сферы можно р а с п о л о ж и т ь 
иад сферами, непосредственно п р и л е г а ю щ и м и к данной , или еще 
д а л ь ш е . В работе [40а] п о к а з а н о , что это число больше или равно 24. 
В другой работе , упоминаемой в [40а], д о к а з а н о , что это число меньше 
п л и равно 42. 

Покаялвм теперь , к а к вычислять г р а н и ц ы в «-мерном простран­
стве. 

Упаковка равных сфер в w-мерном пространстве: метод Блихфсльдта 

Лемма 2.4 (очень полезная в разнообразных модификациях 
метода Блнхфельдта [6J д л я других задач упаковки). Пусть Х1} 

Хъ, . . ., Хт представляют собой m точек в n-мерном евклидовом 
пространстве, причем расстояние между ними \ Xt — Xj | ^ 2, 
т. е. если Xt = (хи, . . ., xnj), Xj = (xxj, . . ., xnj), то 
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[2 (xhi — Xkj)°]1/2 5> 2 (при i Ф j). Пусть X — произвольная точ-

ка в пространстве. Тогда 

m m 

2 I Х - Х , I 2 > 2 I Х - Х І |2 = ^ 2 i ^ 1 2 > 2 ! ) • 
7 = 1 7=1 1^І<0^771 

VI 
где X — центр тяжести m точек, т. е. X = (1/т) 2-̂ ч-

І = І 
Доказательство. 

m vi 

2 \ Х—ХІ\2= УІ i ( х - X ) + (X - x ; - ) i 2 == 

7ÏI m m 

= S | X - X [ 2 + 2 ( X - X ) S (X-Xi)+ S | X - X ; | 2 = 
1=1 7 = 1 7=1 

7)1 

= m I X - X j ' 2 + S I X - X ; I 2 > 
7 = 1 

771 

[так как У] (X — Хг-) = 0 по определению X ] 
7=1 

m 7ïi 7ÎI 

>2 | ^ - Х г - | 2 = 7 м | Х | 2 - 2 Х 2 + 2 l x * i 2 = 

m m m 
1 / v \ 2 

m | X | » - r S H S X ' ) + 2 W = 
І = і І = 1 І = І 

m 

= ( i - i ) 2 i ^ - i 2 - ! 2 ад= 
i = l i=Si<J^m 

= _L 2 | X f - X j | B > - 2 l = ^ ? ^ F ^ - = 2 ( m - l ) . 
771 1 J 1 771 Z-l m l 4 ' 

Этим з а к а н ч и в а е т с я доказательство леммы. 
Пусть единичные сферы, образующие у п а к о в к у , заменены на 

сферы-с ц е н т р а м и в тех же т о ч к а х , но р а д и у с а м и У"2 и плотностью 
2 — р 2 на р а с с т о я н и и р от ц е н т р а . Обозначим через X п р о и з в о л ь н у ю 
точку в пространстве . Д о к а ж е м , что 

Плотность в точке X ^ 2. (2.5) 
Свой в к л а д в плотность в точке X вносят только те сферы, центры 
которых н а х о д я т с я па р а с с т о я н и и не более У2 от X . Обозначим 
эти центры через. Х х , Х 2 , . . ., Х Т . Тогда в силу з а к о н а плотности 
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m 
по лемме плотность в точке Х= ^ (2 — \Х — -X"z[2) : 

m 

= 2т - 2 I X - X , I 2 < 2m - 2 (HI - 1) = 2. 
i = l 

Пусть теперь M — масса увеличенной сферы. Тогда 
Y г 

М= j ( 2 - p 2 ) d ( / „ p n ) , 
о 

где / „ — объем единичной 7г-мериой сферы. Интегрирование но 
частям дает 

Yz 
1 2 Г "> C l / 2 ) n + 2 

7 ¥ = ( 2 - р 2 ) / п р " о + ] 2 / » р " « ф = - \ ^ 2 Л - (2.6) 
о 

Пусть /V — число центров в большом кубе со стороной 2t, центр 
которого на ход ит с я в точке О, а стороны п а р а л л е л ь н ы координат­
ным осям. Плотность у п а к о в к и определяется , согласно [6] , к а к 

о NJn Объем сфер / 0 _. 
б = sup , „ , . " = т= ^Л- . (2 . / ) 

t ^ (2t)n Ооъем куоа ѵ ' 
Теперь увеличенные сферы с о д е р ж а т с я в кубе со стороной 2 (t + Y2). 
Масса увеличенных сфер равна NM и по (2.5) 

NM С 2(2 (t + 1/2)}". (2.8) 

Следовательно , в с и л у равенств (2.6), (2.7) н неравенства (2.8) 

t ) 2 ( У 2 Г 2 - 2 ( У 2 ) " • 

Другой метод, дающий иесколько более слабый результат [80] 
Е с л и U = (щ, . . ., ип) и V = (ѵх, . . ., ѵп), то 

UV = иіиг + . - . + ипѵп. 

Лемма 2.5. Существует не более чем /г —[— 1 точек Хг, Х2, . . . 
в n-мерном пространстве, таких, что 

XtXj < 0 при і ф j . 

Доказательство. П р е д п о л о ж и м , что существует n - j - 2 т аких 
точек . П о с к о л ь к у 

2XtXj = Х\ + X) - (Хі-Х])\ 

получаем , что (Xt — Xj) зависит от н а ч а л ь н о й точки О, но не зависит 
от выбора (взаимно ортогональных) осей. Выберем оси так , что 

Хг = (о, 0, 0, . . ., 0), а > 0. 
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Пусть Хо = (хи . . ., х„). Е с л и ХХХ2 < 0, то Й.'^ < Ü, так что 
хх < 0. Е с л и Х 3 = (ух, . . ., j /„), то г/j < 0. Е с л и Х 2 Х 3 < 0, то 
^іі/і + • • • + < 0. Н о хх < 0, г/j < 0, так что 

х2у2 + • • • + ЗД, < 0. 

Т а к и м образом, имеем по мепыиен мере » -|- j точек X f , • • • 
в (п — 1)-мерном пространстве [Х% — (х2, . . ., хп), X f = ( у 2 , . . ., 
п т. д . ] , где XfXf < 0 [в (п — 1)-мерном прострапстве і . П р о д о л ж а я 
этот процесс , получим по меньшей мере четыре точки в двумерном 
пространстве , т а к и х , что Х,-Х7- < 0, т. е. у гол п р и О больше л / 2 . 
Это противоречие , и лемма 2.5 д о к а з а н а . 

Т е п е р ь возьмем сферы пз у п а к о в к и единичных сфер п заменим 
к а ж д у ю сферу концентрической сферой радиуса Y2. Пусть X — 
п р о и з в о л ь н а я точка пространства . Д о к а ж е м , что X н ах о дится 
в н у т р и не более чем n + 1 увеличенных сфер. Обозначим центры 
этих сфер через Х 1 ; Х2, . . . . П о с к о л ь к у XtXj --S- 2 (упаковка еди­
ничных сфер), 

4 ^ I Xt - Xj I 2 = I (X, - X) + (X - Xj) I 3 = 
= I X , - X I 2 + I X - X , | 2 + 2 ( X j - X ) {Xj - X) < 

< 4 + 2 (Xt - X) (Xj - X ) , 

т ак к а к | X ; — X | < если X находится в н у т р и увеличенной 
сферы с центром в X , . Т а к и м образом, 

( Х £ - X ) (Xj - X ) < 0. 

П о л о ж и м Yi = Xi — X . Тогда 

Следовательно , по лемме существует не более чем n -\- 1 т а к и х 
точек Yi п , следовательно , ие более чем ?і - !

г 1 точек Х ; . 
Е с л и ô — плотность исходной у п а к о в к и , то плотность «упаков­

ки» увеличенных сфер р а в н а ô ( ] / 2 ) ^ . П о с к о л ь к у н и одна точка 
не п о к р ы в а е т с я больше чем п -)- 1 р а з , плотность у п а к о в к и 

ö(V2)n<n + l, и л и б < - £ ± ^ . 

Заполнешіе 

З а д а ч а . Т р е б у е т с я разделить ?г-мериое пространство на кон­
груэнтные в ы п у к л ы е м н о г о г р а н н и к и . Обратно , найдите в ы п у к л ы е 
м н о г о г р а н н и к и , которыми можно заполнить пространство , исполь­
з у я переносы и в р а щ е н и я . До настоящего времени эта задача пол­
ностью решена только д л я с л у ч а я плоскости (см. н и ж е ) . 

Многие з а п о л н е н и я (но не все) известны д л я трехмерного про­
странства . Н а п р и м е р , если в з я т ь любое заполнение плоскости 



Методы геометрической оптимизации 143 

I Z L 

/ / / / 

/ / / / 

/ - ! 7 

/ 

/ / 

И Г 

7 

и построить иад ним призмы, то п о л у ч и т с я заполнение трехмерного 
пространства конгруэнтными призмами . В некоторых с л у ч а я х призмы 
можно разбить на конгруэнтные части 
и любые такие части рассматривать к а к 
стандартные блоки . Н а п р и м е р , к а ж д у ю 
призму построенную над квадратом из 
числа квадратов , з а п о л н я ю щ и х п л о ­
скость , можпо разбить на кубы. Н а 
фпг. 2.33 показано заполнение т р е х ­
мерного пространства кубами . А н а л о ­
гично конгруэнтные треугольные п р и з ­
мы (бесконечно разнообразные) можно 
получить пз к а ж д о й призмы, построен­
ной над т р е у г о л ь н и к о м пз числа тре ­
у г о л ь н и к о в , з а п о л н я ю щ и х плоскость . 
Известны четыре вида тетраэдров , кото­
рые можно использовать д л я з апол ­
н е н и я трехмерного пространства . 

С л е д у ю щ а я лемма будет полезна при 
обсуждении вопроса о з а п о л н е н и и плоскости конгруэнтными мно­
гоугольными областями. 

Лемма 2.6. Среднее число граничных ребер области на конечной 
плоской карте меньше шести. 

Доказательство. Е с л и воспользоваться формулой Эйлера без 
учета внешней области, то получим V — Е - j - F — 1. П о с к о л ь к у 
oV 2Е, имеем Е ^ 3F — 3. Е с л и области пронумерованы к а к 
і = 1, . . ., F n число ребер в г-й области равно Еи то можно Bann­

ie 
сать 2 Et ^ 2Е ^ GF — 6, т ак к а к некоторые, но не все ребра 

і=1 
п р и н а д л е ж а т двум г р а н я м . Д е л я на F, получаем 

Ф п г. 2.33. Заполнение 
странства кубами. 

про-

г = 1 

что доказывает лемму 2.6. 

Следствие . На конечной плоской карте существует по крайней 
мере одна область, ограниченная не более чем. пятью ребрами. При 
F —>- со среднее число ребер достигает, но не превышает шести. 

Отсюда следует, что еслн требуется получить заполнение плоско­
сти конгруэнтными в ы п у к л ы м и м н о г о у г о л ь н и к а м и без п р о м е ж у т к о в 
и без п е р е к р ы т и й , то не надо рассматривать м н о г о у г о л ь н и к и , в кото­
рых число сторон превышает шесть . К такпм задачам относятся 
задачи о замещении, о п о к р ы т и и к р ы ш и или о разбпенпи на соты. 
Очевидно, что плоскость можно покрыть равносторонними тре ­
у г о л ь н и к а м и , к в а д р а т а м и п л и п р а в и л ь н ы м и ш е с т и у г о л ь н и к а м и . 
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У п р а ж н е н и е 2.37. П о к а ж и т е , что плоскость можно замостить 
т р е у г о л ь н и к а м и , которые я в л я ю т с я конгруэнтными повторениями 
любого т р е у г о л ь н и к а , и ч е т ы р е х у г о л ь н и к а м и , которые представ­
л я ю т собой конгруэнтные повторения любого ч е т ы р е х у г о л ь н и к а . 

Указание. Н у ж н о исказить покрытие плоскости п р а в и л ь н ы м и 
т р е у г о л ь н и к а м и пли квадратами . 

К е р ш и е р [48] п о к а з а л , что существуют т р и типа з а м о щ е н и я 
ш е с т и у г о л ь н и к а м и и восемь типов з а м о щ е н и я п я т и у г о л ь н и к а м и ; 
первые три из последних можно рассматривать к а к частные с л у ч а и 
п е р в ы х , т ак к а к они могут быть п р е в р а щ е н ы в ш е с т и у г о л ь н и к и 
путем соответствующего введения вершины на одной пз сторои. 
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Пятиугольник типа 6 ; 

Л + В + о = 2 я , А = 2С, а=Ь=е, c=d 

Пятиугольник типа 8 ; 

2А + В = 2іх, 2 0 + С = 2 л , о = і = с = с / 

Продолжепие фпг. 2.34. 

Это дает полное замощение плоскости в ы п у к л ы м и м н о г о у г о л ь н и к а ­
ми. Н а фиг. 2.34 п о к а з а н ы з а п о л н е н и я с у к а з а н и е м у с л о в и й на углы 
(пропнсніле буквы) и ребра (строчные б у к в ы ) . . 
1 0—01037 
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Ф и г. 2.35. Ромби­
ческий додекаэдр. 

У п р а ж н е н и е 2.38. Рассмотрите наиболее плотную у п а к о в к у к р у ­
гов на плоскости , где к а ж д ы й к р у г к а с а е т с я шести д р у г и х . При­
с о е д и н я я к к а ж д о м у к р у г у по две треугольные дольки , образованные 
п р о м е ж у т к а м и м е ж д у к р у г а м и , п о к а ж и т е , что п о л у ч а е т с я замоще­
ние плоскости идентичными фпгурамп . Д о к а ж и т е , что возможны 
т р и т а к и х замощения . 

Применения 

К р и с т а л л ы [49]. К р и с т а л л ы состоят нз очень большого числа 
п о в т о р я ю щ и х с я крошечных единиц, имеющих форму м н о г о г р а н н и к а . 
П р е д п о л а г а е т с я , что единицы состоят нз атомов и попов, плотно 

у п а к о в а н н ы х силами п р и т я ж е н и я . Эксперимен­
тально проверено , что такое представление 
справедливо д л я металлов , сплавов и неоргани­
ческих солей — большинства твердых тел . Н а ­
пример , в гранате эта единица представляет 
собой ромбический додекаэдр (фиг. 2.35). П р и 
к р и с т а л л и з а ц и и медн н ртути наблюдается упа­
к о в к а , в которой единичной я ч е й к о й я в л я е т с я 
куб . В к р и с т а л л е повторения п о л у ч а ю т с я путем 
последовательных п а р а л л е л ь н ы х перемещений 
единичного стандартного блока . Аргентит (Ag 2S) 
представляет собой к р и с т а л л , единицей кото­
рого я в л я е т с я к у б о о к т а э д р . 

Медовые с о т ы . З а п о л н е н и е медовыми сотами представляет собой 
заполнение части пространства к о н г р у э н т н ы м и я ч е й к а м и , к а ж д а я 
из которых я в л я е т с я частью ш е с т и у г о л ь н о й призмы. Одни конец 
я ч е й к и представляет собой ш е с т и у г о л ь н и к , 
который я в л я е т с я входом в нее, а другой 
конец состоит из трех р а в н ы х ромбов, состав­
ленных так , к а к п о к а з а н о на фиг. 2.36. К а ж ­
д а я ромбовидная г р а н ь я в л я е т с я общей с 
д р у г о й я ч е й к о й , ш е с т и у г о л ь н ы й вход кото­
р о й находи т с я на п р о т и в о п о л о ж н о й стороне. 

Т а к и м образом, два с л о я ячеек отделя­
ются ие плоскостью, а изогнутой полосой 
ромбов. Д о л г о е в р е м я люди у д и в л я л и с ь , 
откуда в з я л а с ь у пчел эта способность стро­
ить п р а в и л ь н ы е с т р у к т у р ы д л я медовых 
сот [78, 84]. Н е к о т о р ы е п р е д л а г а л и физические аргументы, что 
к а ж д а я пчела , р а б о т а ю щ а я в первоначально трубчатой ячейке , 
пытается оттолкнуть восковую поверхность к а к можно дальше . 
П о с к о л ь к у соседние пчелы делают то ж е самое в своих трубчатых 
я ч е й к а х , в ре зультате п о л у ч а е т с я ш е с т и у г о л ь н а я сота. Однако 
я ч е й к и , в которых р а б о т а л и пчелы без соседей, к а к в ы я с н и л о с ь , 
тоже имели п р а в и л ь н ы е формы, и, насколько нам известно, дебаты 
еще не з акончились . 

Ф и г. 2.36. 
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Тот п о к а з а л , что п ч е л и н а я ячейка не я в л я е т с я решением сле­
дующей задачи: среди всех открытых ячеек объемом У, о б р а з у ю щ и х 
медовые соты (любой ширины) , требуется пайти я ч е й к у наименьшей 
п л о щ а д и 184]. Заметим, что две я ч е й к и можно составить пх откры­
тыми (шестиугольными) концами . Это дает п р о д о л ж е н н ы й ромбиче­
с к и й додекаэдр . Федоров п о к а з а л , что ромбические додекаэдры 
можно использовать д л я з а п о л и е н и я пространства . Однако если 
в з я т ь октаэдр и соответствующим образом отсечь его вершины пло­
скими сечениями, сохранив правильность и конгруэнтность его 
граней , и затем р а з р е з а т ь п о л у ч и в ш у ю с я ф и г у р у пополам плоско­
стью, ортогопальиой одной из его шестиугольных граней , то 
в результате п о л у ч и т с я я ч е й к а , о б р а з у ю щ а я медовые соты. Среди 
открытых ячеек данного объема, о б р а з у ю щ и х медовые соты, т а к а я 
я ч е й к а имеет наименьшую п л о щ а д ь . Пчелы по некоторым причинам 
строят я ч е й к и с несколько большей , чем о п т и м а л ь н а я , длиной стен 
ромбических додекаэдров . 

А н а л и з , проведенный Тотом, показывает , что д л я пчел выгоднее 
было бы заменить т р и ромба иа замкнутом конце я ч е й к и на два 
ш е с т и у г о л ь н и к а и два ромба. Это уменьшило бы площадь открытого 
конца на 35%. В о з м о ж н о , что пчелы зпают п р а в и л ь н о е решение, но 
оно им не н р а в и т с я . В противном случае , почему такие трудолюбивые 
с о з д а н и я , к а к пчелы, отказываются от экономного р е ш е н и я ! 

Р а с к р а ш и в а н и е [9] . К а р т о й н а з ы в а е т с я граф на плоскости п обла­
сти, о к р у ж е н н ы е его простыми к о н т у р а м и , к которым добавляется 
в н е ш н я я область , т ак что к а ж д а я вершина имеет степень, большую 
д в у х , и к а ж д о е ребро ограничивает 
в точности две области. 

Рассмотрим п р о и з в о л ь н у ю к а р т у 
на плоскости . К а р т у можно рассма­
тривать к а к замощеиие плоскости 
н е п р а в и л ь н ы м и фигурами . Р а с к р а ­
ш и в а н и е к а р т ы т а к , чтобы н и к а к и е 
две области с общей граничной к р и ­
вой (так называемые смежные обла-

X R Ф и г. 2.37. 
сти) ие были одного цвета , эквива ­
лентно отысканию некоторого вто­
ричного з амощения , конгруэнтного с первичным замощением, в кото­
ром цветные п л и т к и р а с п о л а г а ю т с я т а к и м образом, что н и к а к и е 
две смежные п л и т к и ие имеют одинакового цвета . 

К а р т ы можно рисовать на плоскостях , сферах и многих других 
п о в е р х н о с т я х . Ф о р м у л и р о в к а задачи о р а с к р а ш и в а н и и во всех слу ­
ч а я х одна и та же : требуется отыскать наиболее экономичное число 
цветов д л я р а с к р а ш и в а н и я произвольной к а р т ы на поверхности . 
Ответ известен д л я многих видов поверхностей . Однако , к а к у ж е 
отмечалось в г л . 1, он не получен д л я плоскости . 

Следующие примеры показывают , что иа плоскости необходимо 
не менее четырех цветов (фиг. 2.37). 

10* 
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З а д а ч а о р а с к р а ш и в а н и и областей на плоской карте в четыре 
цвета эквивалентна задаче о р а с к р а ш и в а н и и в четыре цвета вершин 
на двойственной к а р т е , т ак что п п к а к и е две вершины, инцидентные 
с одним и тем ж е ребром (так называемые смежные вершины) не 
могут быть одного цвета . Д в о й с т в е н н а я к а р т а п о л у ч а е т с я путем 
сопоставления вершины к а ж д о й области и с в я з ы в а н и я п а р ы в е р ш и н 
ребром, если соответствующие области имеют общую г р а н и ц у . Е с л и 
соответствующие области имеют кратные граничные л и н и и , то 
и с п о л ь з у ю т с я кратные ребра . У г л ы исходной к а р т ы , в которых 
сходятся только два г р а н и ч н ы х ребра , д о л ж н ы быть преобразованы 
в единственное граничное ребро. 

Теорема 2.34. Пяти цветов достаточно для раскрашивания 
областей плоской карты. 

Доказательство. Д о к а ж е м теорему по и н д у к ц и и иа двойственной 
карте , т. е. будем р а с к р а ш и в а т ь вершины. П р е д п о л о ж и м , что это 
справедливо д л я п — 1 вершин . Граф имеет по к р а й н е й мере одну 
вершину и, степень которой меньше или равна 5. Е с л и бы это пред­
положение не было верно, то , и с п о л ь з у я соотношения 3/- < 2т 
и б/г ^ 2т (т. е. п р и н и м а я противоположное утверждение , что 
к а ж д а я вершина имеет степень не менее 6) и п о д с т а в л я я их в фор­
м у л у Эйлера , получим 

п 2т . 2т 0 

что я в л я е т с я противоречием. (Аналогичное заключение было полу­
чено в разд . 2.3 путем рассмотрения соотношений м е ж д у ребрами 
и г р а н я м и многограипика . ) Е с л и у д а л и т ь в е р ш и н у ѵ из графа , то 
полученный граф может быть р а с к р а ш е н п я т ь ю цветами в с и л у 
п р е д п о л о ж е н и я и н д у к ц и и . Рассмотрим теперь х у д ш и й с л у ч а й , 
т. е. когда п я т ь вершин ѵх, . . ., ѵь смежны с ѵ, и пронумеруем их 
по часовой стрелке . П р е д п о л о ж и м , что п р и р а с к р а ш и в а н и и графа 
без V (если ѵ у д а л е н а , то ребра , инцидентные с ней, тоже удалены) 
к а ж д о й из этих вершин п р и п и с ы в а е т с я определенный цвет (в п р о т и в ­
ном случае один из о с т а в ш и х с я цветов можно было бы приписать 
V и теорема была бы д о к а з а н а ) . Пусть соответствующие цвета будут 
сх, . . ., сь. П о к а ж е м теперь , что можно перераспределить цвета т а к , 
что вершина ѵ получит цвет , отличный от цвета вершин , с которыми 
она инцидентна , т. е. по к р а й н е й мере двум из этих в е р ш и н можно 
приписать один цвет . Рассмотрим подграф, составленный из вершин , 
о к р а ш е н н ы х в цвета сх и с3 (в те же цвета , что и ѵх и ѵ3). Е с л и ѵх и ѵ3 

не с в я з а н ы (т. е. между ними нет цепочки) в этом подграфе , то о к р а ­
шенные в цвет сх в ершины компоненты связности , к о т о р а я содержит 
ѵх, могут быть о к р а ш е н ы в с3, а в ершины, окрашенные в с3, в этой 
компоненте связности теперь тоже о к р а ш и в а ю т с я в с3. Т а к и м обра­
зом, и ѵх и ѵ3 о к р а ш и в а ю т с я в с3, а вершина ѵ может быть о к р а ш е н а 
в сх. Е с л и , с д р у г о й стороны, ѵх и ѵ3 с в я з а н ы в подграфе в е р ш и н , 
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о к р а ш е н н ы х в цвета сг и с 3 , то, н а п р и м е р , ь\ н ѵ4 не могут быть связа ­
ны в подграфе в е р ш и н , о к р а ш е н н ы х в с 2 н сА. В противном случае 
цепь , с в я з ы в а ю щ а я нх , д о л ж н а встречаться с цепью, с в я з ы в а ю щ е й 
ь\ и ѵ3, и вершине , в которой с х о д я т с я обе цепи , д о л ж е н быть при­
писан одни цвет одного подграфа и второй цвет второго подграфа. 
П о д г р а ф , который включает ѵ2 и ѵА, может быть п е р е к р а ш е н таким же 
способом, к а к и в рассмотренном выше случае і ' х н г 3 , не с в я з а н н ы х 
между собой, и, следовательно , вершинам ѵ2 и L\, можно приписать 
один цвет . Д р у г о й цвет затем приписывается ѵ. Этим з а к а н ч и в а е т с я 
доказательство . 

З а д а ч а о р а с к р а ш и в а н и и исходной к а р т ы в четыре цвета экви­
валентна задаче о р а с к р а ш и в а н и и областей трехвалентной к а р т ы . 
В т а к о й карте к а ж д а я вершина (точка пересечения граничных 
линий) имеет степень 3. Это означает , что она я в л я е т с я точкой пере­
сечения в точности трех г р а н и ч н ы х л и н и й . 

З а д а ч а р а с к р а ш п в а н п я областей произвольной к а р т ы может быть 
сведена к задаче р а с к р а ш п в а н п я областей трехвалентной карты. 
Д л я этого вершины исходной к а р т ы , степень которых отличается 
от трех , п р е о б р а з у ю т с я в вершины степени 3. Это достигается путем 
замены какой-то вершины степени, отличной от трех , на з амкнутую 
м н о г о у г о л ь н у ю область с числом в е р ш и н , равным ч и с л у ребер, 
инцидентных с исходной вершиной . К а ж д а я из новых вершин имеет 
степень 3, н к ней инцидентно одно из этих ребер . В результате имеем 
т р е х в а л е н т н у ю к а р т у . Р а с к р а с к а исходной к а р т ы получается из 
р а с к р а с к и трехвалеитпой к а р т ы путем с т я г и в а н и я к а ж д о й из новых 
областей снова в исходную в е р ш и н у . Т а к и м образом, если четырех 
цветов достаточно д л я р а с к р а ш п в а н п я т р е х в а л е н т н о й к а р т ы , то 
нх достаточно и д л я р а с к р а ш и в а н и я исходной к а р т ы . 

Теперь можно рассмотреть к а р т у , двойственную к трехвалент ­
ной, и сконцентрировать внимание на р а с к р а ш и в а н и и ее вершин. 
Заметим, что знание наиболее экономного числа цветов не помогает 
п р и р а с к р а ш и в а н и и к о н к р е т н о й к а р т ы . Эта задача все еще я в л я е т с я 
источником р а з о ч а р о в а н и я . 

Покрытие точек координатной решетки 

Рассмотрим теперь некоторые элементарные задачи у п а к о в к и 
и п о к р ы т и я д л я точек р е ш е т к и евклидовой плоскости (точки, все 
координаты которых — целые числа) . 

Теорема 2.35 (Ньюмен) . Квадрат S размером n X п, произволь­
но расположенный на плоскости, покрывает не более чем (п + I ) 2 

точек решетки [611. 

Доказательство. Е с л и С — наименьшее в ы п у к л о е множество , 
содержащее точки решетки в S, то легко п о л у ч и т ь , что площадь 
С ^ л 2 , а периметр С ^ An. П и к д о к а з а л (см. [13]), что площадь 
простого м н о г о у г о л ь н и к а (никакие два ребра не пересекают д р з т 
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д р у г а ) , в е р ш и н а м и которого я в л я ю т с я точки решетки и на границе 
которого расположено Ь точек решетки , а во внутренней области — 
с точек решетки , р а в н а Ь/2 -f- с — 1. Поэтому площадь С = Ь/2 -[-
+ с — 1 ^ п2. П о с к о л ь к у р а с с т о я п п я между любыми д в у м я точками 
решетки больше п л и р а в н ы 1, к р и в а я длиной Ь содержит Ъ точек 
решетки и, следовательно , Ь ^ периметра С ^ 4?і, откуда Ь/2 ^ 2п. 
Поэтому Ь + с < п2 + 2п + 1 = (n + I ) 2 . 

У п р а ж н е н и е 2.39. П о к а ж и т е , что число к в а д р а т о в , образованных 
в евклидовой плоскости множествами нз четырех точек (вершинами 
квадратов ) , на совокупности точек решетки размером ???. X n [m ^ ?г) 
равно [52] 

(к —1) п(п+1) (2т —п) 
12 

( Д л я н а к л о н е н н ы х квадратов используйте их стороны к а к гипоте­
н у з ы т р е у г о л ь н и к о в со сторонамп а ц Ъ.) 

Теорема 2.36 ( Б л и к ф е л ь д т ) . Пусть S — множество на плоскости, 
площадь которого > 1 . Тогда S содержит две различные точки 
(%, х2), (і/і, у.2), такие, что (уг — Xj) и (у2 — х2) — целые числа. 

Доказательство. Сопоставим к а ж д о й целочисленной точке решет-
к п на плоскости единичный квадрат решетки , в котором точка решет­
к и с л у ж и т п р а в ы м н п ж и п м у г л о м . Рассмотрим пересечение S с этими 
к в а д р а т а м и . Перенесем все единичные к в а д р а т ы решетки , которые 
пересекаются с S, так , чтобы они с о в п а д а л и с квадратом А, п р а в а я 
н и ж н я я вершина которого н а х о д и т с я в начале координат . П р а в ы е 
н и ж н и е в е р ш и н ы всех к в а д р а т о в д о л ж н ы попадать в н а ч а л о коорди­
нат . Рассмотрим пересечение S с этими единичными к в а д р а т а м и . 
Все эти пересечения теперь л е ж а т в А. Т а к к а к площадь S превы­
шает единицу , два пз этих пересечений д о л ж п ы п е р е к р ы в а т ь с я в А. 
Пусть (а, ß) — координаты точки в области п е р е к р ы т и я . Очевидно, 
что 0 ^ а, ß ^ 1. Рассмотрим точки решетки , которые я в л я ю т с я 
правыми н и ж н и м и у г л а м и двух к в а д р а т о в , пересечения которых 
с S п е р е к р ы в а ю т с я в А, и пусть их координатами будут (а, Ь) и (с, d). 
Тогда (хх, х2) = (а 4 - я , ß + Ь) представляют собой к о о р д и н а т ы 
точки, п р и н а д л е ж а щ е й пересечению S с одним нз квадратов исходной 
к о н ф и г у р а ц и и , и 

(Ун У г) = (а + с. ß + d) 

— ее координаты , т а к к а к эта точка п р и н а д л е ж и т д р у г о м у пересе­
чению. Т а к и м образом, обе точки с о д е р ж а т с я в S. Очевидно, что 
(Уі ~~ хі) и (У2 — x ù — целые числа , т ак к а к (с — а) и (d — а) — 
целые числа [91]. 

Теорема 2.37 (Минковсшш) . Выпуклое мноэісество S на плоскости, 
центрально симметричное относительно начала координат О с пло­
щадью > 4, содержит точки решетки, отличные от О. 
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Доказательство. Е с л и А = (xlt х2) £ S и X' = (хг/2, xJ2), то 
А' ' л е ж и т на ОХ и O A ' = 1LOX. Е с л и сопоставить точку А ' к а ж д о й 
точке А , то множество S' всех А ' подобно S в отношенпп 1 : 2 
i l , п о с к о л ь к у отношение п л о щ а д е й п р о п о р ц и о н а л ь н о к в а д р а т у отно­
ш е н и я линейных размеров , получаем 

і л = т і 5 і > 4 - 4 = 1 ' 
где вертикальные черточки означают п л о щ а д ь . 

По теореме Б л п к ф е л ь д т а , множество S' содержит две точки Y' = 
= (Уѵ Уд 1 1 = (Zj, z'„), т ак что (z[ — у[) и (z'2 — у'2) — целые числа . 
•Этим точкам в множестве S соответствуют точки Y = (2^', 2у'2) 
и Z = (2zj, 2z'2). Ввиду симметрии множества S относительно О оно 
должно содержать — Y = (—2у[, —2у'2), з е р к а л ь н о е отображение 
(2у[, 2у'„) относительно О. Из в ы п у к л о с т и S следует , что середина 
о т р е з к а ( — Y) Z тоже п р и н а д л е ж и т S. К о о р д и н а т ы этой точки р а в н ы 

/ -2yj + 2z'1 -2y2 + 2z'2\ _ lr_, , , 
\ ~ ~ ~ Z ' g j — ( 2 i — J / o z 2 — 2 / 2 ) -

К о о р д и н а т ы точки справа — целые числа (не все равные н у л ю ) , 
и, следовательно , это точка решетки , л е ж а щ а я в S. П о с к о л ь к у 
S содержит т а к ж е зеркальное отображение предыдущей точки, оно 
содержит по к р а й н е й мере две точкп решетки . Этим з а к а н ч и в а е т с я 
доказательство . 

Замечание. Можно п о к а з а т ь , что эллипс 

(х-а/3)* , у а _Ь*ь , _ п , 
а 2 "Г й з — g ' /« — и , i , . . . , 

проходит в точности через 2k -f- 1 точек решетки , а эллипс 

[х-aß)"- . у* 5"-і 
V- к = 1, 2, 

проходит в точности через 2к точек решетки . Здесь а и Ъ — разные 
положительные целые числа . В первом случае b должно быть про­
стым числом впда 4 а -)- 3 п не должно делиться на 3. Во втором с л у ­
чае а не должно делиться па 2, a b должно быть простым числом 
вида 4 (2й) + 3. 

Аналогичные р е з у л ь т а т ы известны и д л я эллипсоида [90]. 

2.9. Максимумы и минимумы в теории множеств 

Иногда возникает необходимость оптимизации в з адачах теории 
множеств . Приведем здесь три примера и ф о р м у л и р о в к и некоторых 
хорошо известных теорем. Х о р о ш о известной задачей такого вида 
я в л я е т с я задача определения минимального числа носков , которое 
надо вытащить в темной комнате из ш к а ф а , заполненного белыми 
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и черными носками , чтобы из них н а в е р н я к а можно было составить 
п а р у . Н и ж е даются более топкие примеры. Д о к а ж е м с н а ч а л а следую­
щую теорему (см. гл . 1, в [15а]): 

Теорема 2 .38. Максимальное число троек, которое можно соста­
вить из п объектов так, чтобы любые две тройки имели самое большее 
один общий объект, асимптотически равно 7 г 2 / 6 . 

Доказательство. Ч и с л о троек не меньше чем п (п — 3)/6. Чтобы 
убедиться в этом, пронумеруем объекты к а к 1, 2, . . ., п и составим 
все т р о й к и , сумма номеров которых равна 0 (mod ??.). Т а к и е т р о й к и 
имеют не более чем одни общий обт^ект, так к а к еслп число общих 
объектов больше двух , то третьи номера д о л ж н ы быть р а в н ы по 
модулю п и тогда т р о й к и совпадают. Ч и с л о таких троек можно оце­
нить по полному числу решений у р а в н е н и я х -\- у - j - z = 0 (mod n), 
в которых X Ф у ф 2 . В е л и ч и н у х можно выбрать п способами, 
а у падо выбирать т а к , чтобы в ы п о л н я л и с ь следующие соотиошеиня 
по модулю n: у X, у щ= z = — X — у, т. е. у выбирается так , что 
X ф: 2 , п о с к о л ь к у нз X = z следует , что у = — 2 х , чего ие д о л ж н о 
быть. Поэтому у можно выбирать по меньшей мере п — 3 способами. 
В е л и ч и н а s определяется автоматически . Т а к и м образом, полное 
число способов выбора х и у не менее чем п (п — 3), что дает не 
менее чем п (п — 3)/6 троек , так к а к х, у, z можно переставлять 
в н у т р и т р о й к и шестью способами. 

Ч и с л о троек ие превышает п (п — 1)/6. Чтобы убедиться в этом, 
заметим, что в к а ж д о й тройке существуют три пары п н и к а к и е две 
п а р ы во множестве всех пар ие совпадают, в противном случае их 
т р о й к и имели бы два общих объекта . Т а к к а к полное число п а р 
равно С% и в к а ж д о й тройке насчитывается три п а р ы , число троек 
не превышает Х / 3 С ^ = п (п — 1)/6. Отсюда следует асимптотический 
р е з у л ь т а т . 

П р е д п о л о ж и м , что к а ж д ы й раз производится выбор k точек из )і, 
что дает С£ подмножеств . Эти подмножества затем р а з б и в а ю т с я па 
7- к л а с с о в Сг, • • ., СТ. Е с л и m — целое число , 7?г > к, то можно л и 
и а й т п 777, точек, из которых можно составить подмножества по к эле ­
ментов в к а ж д о м , относящиеся к одному классу С г ? П о л у ч а е м сле­
д у ю щ у ю теорему [67]: 

Теорема 2 .39. (Рамсеіі). Существует наименьшее целое число 
щ = 72 0 (к, т, Г), такое, что если n ^ щ, ?77о при любом разбиении 
подмножеств из к точек на ?• классов существует множество из 
m точек, для которого все подмножества из к точек, относятся 
к одному классу. 

Ф у н к ц и я 7 і 0 (k, т, г) н а з ы в а е т с я ф у н к ц и е й Р а м с е я и известна 
только д л я простых классов 7? 0 (2, 3, 2) = 6, 7г 0 (2, 4, 2) = 18 г 

п0 (2, 3, 3) = 17. (Эти идеи обобщили Эрдёш и Радо [20].) 
Теорема 2.40. Если X —множество из п точек, п ^ і , и АІ7 

і = 1, . . ., k,— набор подмножеств X, таких, что каждое под­
множество X может быть выражено через А-ь с помощью теоретико-
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множественных операций объединения, пересечения и дополнения, 
то минимальная величина к равна —[—log» п], где квадратные скобки 
означают наибольшее целое число, не превосходящее данного [19]. 

Доказательство. Эта задача эквивалентна задаче о в ы р а ж е н и и 
каждого подмножества определенным образом через одиночный 
элемент. A-L н а з ы в а е т с я носителем x Ç X тогда н только тогда, когда 
xizAj. Т а к к а к все одиночные элементы р а з л и ч н ы , то необходимо 
и достаточно, чтобы к а ж д ы й x £ X имел отличное от других м н о ж е ­
ство посителей. Теперь к множествам соответствуют 2к множеств 
носителей (т. е. к а ж д ы й x £ X д о л ж е н удовлетворять условию: 
если у £ X, то х имеет носитель , который не я в л я е т с я носителем у). 
и должно в ы п о л н я т ь с я неравенство 2к п, откуда и следует 
результат . 

Замечание. Имеем {х} = f| At f| ( ~ [} Aj). 

У п р а ж н е н и е 2.40. Д о к а ж и т е , что если Л ; a S, і = 1, . . ., m,— 
подмножества множества S из N элементов и каждое At содержит 
не менее чем п элементов, то некоторый элемент S д о л ж е н п р и ­
н а д л е ж а т ь не мепее чем mn/N подмножествам At. 

Х а р а р н сделал следующее чрезвычайно полезное наблюдение , 
касающееся одного нз вариантов теоремы Менгера [91. Один из этих 
вариантов (Унтии) у ж е был ранее рассмотрен в этой главе . П у т и 
здесь иногда означают т а к ж е цепи . 

В 1927 г. Менгер [9] о п у б л и к о в а л следующую замечательную 
теорему: (I) Д л я любых двух несмежных в е р ш и н графа м а к с и м а л ь ­
ное число не имеющих общих вершин путей , соединяющих даипые 
несмежные вершпны, равно минимальному ч и с л у в е р ш и н , разде ­
л я ю щ и х их . Т о л ь к о в 1956 г. ( I I ) был получен соответствующий 
р е з у л ь т а т (Фордом и Фалкерсоном) д л я не имеющих общих ребер 
путей , соединяющих п а р ы вершин , и ребер , которые р а з д е л я ю т их. 
Д р у г а я теорема, э к в и в а л е н т н а я теореме Менгера , была с ф о р м у л и р о ­
вана в 1932 г.: ( I I I ) Граф я в л я е т с я ?г-связным тогда н только тогда , 
когда к а ж д а я п а р а вершин соединяется не менее чем п п у т я м и , 
отличающимися вершинами . Теоремы ( I ) , ( I I ) и ( I I I ) я в л я ю т с я след­
с т в и я м и теоремы Форда и Ф а л к е р с о н а о м а к с и м а л ь н о м потоке 
и минимальном р а з р е з е . Х а р а р и у к а з ы в а е т , что несколько д р у г и х 
теорем, которые на п е р в ы й в з г л я д отличаются от теоремы .Менгера , 
иа самом деле э к в и в а л е н т н ы ей. Речь идет о следующих т е о р е м а х : 

Теорема ( I V ) ( Х а л л , 1935). Пусть / = { 1 , 2, . . ., п) — конечное 
множество индексов , St,i = l, . . .,п,— подмножества множества £ . 
Существуют различные xt, і = 1, . . ., n, Xi Ç St, xt Ф Xj п р и i Ф j 
тогда и только тогда, когда д л я каждого к = 1, . . ., п и п р и любом 
выборе к р а з л и ч н ы х индексов і х , . . ., ik среди подмножеств S i v . . . 
. . ., Sih с о д е р ж а т с я по меньшей мере /с р а з л и ч н ы х элементов . 
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Теорема (V) (Кеипт, 1931). В матрице , состоящей из н у л е й 
и единиц, минимальное число строк, которые содержат единичный 
элемент, равно максимальному числу единиц, которые можно выбрать 
т а к , чтобы н и к а к и е две из них не п р и н а д л е ж а л и одной строке . 

Теорема ( V I ) ( Д и л у о р т , 1948). В частично упорядоченном множе­
стве Е минимальное число р а з л и ч н ы х цепей, которые в совокуп­
ности содержат все элементы Е, равно м а к с и м а л ь н о м у ч и с л у элемен­
тов в подмножестве Е, элементы которого попарно несравнимы, если 
это число конечно. 

Теорема ( V I I ) (Мннтп, 1960). Е с л и ребра п с с е п а р а б е л ы ю г о графа 
(в котором нет вершины, удаление которой вместе с ее ребрами 
делает граф несвязным) произвольно ориентированы и затем о к р а ­
шены в к р а с н ы й , белый и голубой цвета н если одно из белых ребер 
названо «Джордж», чтобы его можно было отличить от остальных , 
то существует или ц и к л , в который входит ребро «Джордж» и в кото­
ром нет к р а с н ы х ребер, или с о п р я ж е н н ы й ц и к л , в который входит 
«Джордж» и ие входят голубые ребра , т акой , что н а п р а в л е н и е всех 
белых ребер либо в ц и к л е , либо в с о п р я ж е н н о м ц и к л е определяется 
направлением ребра «Джордж». 

Теорема ( V I I I ) (Байиеке и Х а р а р п , 1967). Е с л и (т, 7і) — пара 
с в я з н о с т и (число ребер , инцидентных с к а ж д о й из иих) двух вершин 
графа , то существует m -f- п не имеющих общих ребер путей, соеди­
н я ю щ и х данные вершины, пз которых m я в л я ю т с я путями , не имею­
щими общих вершин . 

Х а р а р п т а к ж е указывает , что другие в а р и а н т ы теоремы Мепгера 
встречаются в литературе по линейному программированию и теоре­
мам двойственности. Х а л л н а п и с а л обзор статей, в котором имеется 
много вариантов теоремы ( I V ) . 
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Глава 3 

IIекоторые элементарные приложения 

3.1 . Введение 

Некоторые задачи оптимизации, требующие целочисленного реше­
н и я , которые имеют практическое значение , можно с ф о р м у л и р о в а т ь 
непосредственно, ие о б р а щ а я с ь к основополагающим п о н я т и я м 
теории множеств и соответствующим геометрическим представле­
ниям . В этой главе будут приведены некоторые примеры н их 
решения . 

3.2. Т е о р и я и н ф о р м а ц и и 

С точки з р е н и я теории информации существование задачи озна ­
чает наличие неопределенности. Полное п л и частичное решение зада­
чи — это полное исключение п л и уменьшение неопределенности. 
Т а к и м образом, с н а ч а л а задачу надо рассмотреть с точки з р е н и я 
количества с о д е р ж а щ е й с я в ней неопределенности. Решение м о ж н о 
получить с помощью логических р а с с у ж д е н и й и экспериментов , 
с о б и р а я информацию, к о т о р а я позволяет уменьшить неопределен­
ность (или полностью исключить ее). Количество неопределенности 
пли э н т р о п и я (эта величина с противоположным знаком определяет­
ся к а к количество информации) множества из п взаимно исключаю­
щих событий задается соотношением 

n п 
Н(РІ, . . . , рп) = — 2 pi log^i-. 2 pi = î -

i=i i=i 
Т а к и м образом, в задаче р а с с м а т р и в а ю т с я п р а з л и ч н ы х ф а к т о р о в , 
и вероятность п о я в л е н и я і-го фактора р а в н а pt. В непрерывном 
случае энтропия задается формулами [11] 

оо 

I I [f (х)} = - Е [ l o g / (x)] = - j / (х) l o g / ( x ) dx, 
— CO 

CO CO CO 
f(x)dx=l, j xf(x)dx = l, j x-j (x) dx = o 2 . 

— oo — CO 
Аналогичные соотношения можно привести и д л я с л у ч а я несколь ­
ких переменных. 

Л о г а р и ф м в определении энтропии п о я в л я е т с я из т р е б о в а н и я 
аддитивности в том смысле, что сумма энтропии, полученных д л я 
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двух событий, равна энтропии этих событий, рассматриваемых 
совместно. В алгебраической форме это требование в ы р а ж а е т с я в виде 
ф у н к ц и о н а л ь н о г о у р а в н е н и я 

/ (*) +/(*/)=/ by), 

решением которого я в л я е т с я / (х) = log х. 

Теорема 3 . 1 . В дискретном случае неопределенность максимальна, 
если pi = Pj для всех і и /. 

Доказательство. Д л я любой непрерывной в ы п у к л о й ф у п к ц и и 
F (х) справедливо соотношение 

і = 1 і = 1 

где я , , г = 1, . • . , п,— п о л о ж и т е л ь н ы е числа . П о л о ж и в at = pt 

F (х) = X log X, получим 

* ( т ) = т 1 о * 4 - < 4 - Е p^gPi=-^H(Pu ...,pn), 
i=l 

о т к у д а следует 

И(ри . . . . p „ j < l o g r c < 7 f ( ^ - , • • • , 4 " ) ' 

Н а этом доказательство з а к а н ч и в а е т с я 181. 

Замечание. П р е д п о л о ж и в непрерывность I I по всем ріг д л я дока ­
зательства теоремы можно использовать метод множителей Л а г р а и -
ж а . Однако тогда с н а ч а л а надо д о к а з а т ь , что м а к с и м у м не достп-

п 

гается на границе симплекса 2 РІ = 1- Затем следует положить 
і=1 

одну и л и несколько вероятностей р-г р а в н ы м и н у л ю и использовать 
соотношение l i m pt log pt = 0 и тот факт , что —log ilk < —log lin 

РГУ0 

п р и k -< п. Отсюда можно сделать вывод, что оптимум нах о дится 
во внутренней области 0 < pt <С 1, і = 1, . . ., п, п, следовательно , 
его можно н а й т и с помощью дифференцирования . 

У п р а ж н е н и е 3 . 1 . Проведите вышеизложенное доказательство . 
Д о к а ж и т е следующую теорему: 
Теорема 3.2. В непрерывном случае наибольшей энтропией обла­

дает нормальное распределение. 
З а д а н и е ф у н к ц и и должно увеличивать информацию о ее регу­

л я р н о с т и и уменьшать работу , необходимую д л я п о л у ч е н и я доста­
точного д л я и с к л ю ч е н и я неопределенности количества информации. 
Поэтому очевидно, что максимум ф у н к ц и и труднее всего н а й т и 
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если она совершенно н е р е г у л я р н а . Е с л и допускается проведение 
ограниченного числа экспериментов , то можно рассчитывать т о л ь к о 
па уменьшение неопределенности и получение оценкп д л я максимума 
среди рассмотренных значений . 

3.3. Ф а л ь ш и в ы е монеты и фальшивомонетчики [ 1 , 4 , 10, 11] х> 

И с п о л ь з у е м определение энтропии д л я о т ы с к а н и я а п р и о р н о й 
в е р х н е й г р а н и ц ы N, где N — число монет, среди которых за опре­
деленное число в з в е ш и в а н и й п на р ы ч а ж н ы х весах н у ж н о выделить 
ф а л ь ш и в у ю монету; установим т а к ж е , легче п л и т я ж е л е е ф а л ь ш и в а я 
монета , чем н а с т о я щ а я . 

Можно п р е д п о л о ж и т ь , что с равной вероятностью л ю б а я из 
монет ф а л ь ш и в а я и, следовательно , легче или т я ж е л е е , чем все 
остальные монеты. Т а к к а к всего N монет, то имеется 2N р а з н ы х 
возможностей . П о с к о л ь к у все эти возможности р а в н о в е р о я т н ы , 
получаем 

РІ=~Ш П Р И * = 1, • • - , 2УѴ. 

Т е п е р ь легко вычислить , что п о л н а я энтропия равна log 2N. Отметим, 
что э н т р о п и я была бы меньше, если предположение о фальшивости 
монеты не с р а в н ы м и вероятностями относилось к к а ж д о й монете. 
Чтобы выделить ф а л ь ш и в у ю монету за п в з в е ш и в а н и й , необходимо, 
чтобы э н т р о п и я в з в е ш и в а н и й была бы не меньше чем log 2N. Е с л и 
ж е э н т р о п и я в з в е ш и в а п и й меньше чем log 2N, вообще г о в о р я , фаль ­
ш и в а я монета ие может быть о б н а р у ж е н а . 

Е с л и иа к а ж д о й ч а ш к е весов помещать равное количество монет, 
то в п р е д п о л о ж е н и и , что ф а л ь ш и в а я монета может п о я в и т ь с я п р и 
любом таком в з в е ш и в а н и и , получим г р а н и ц у величины энтропии . 
З а т е м будем у л у ч ш а т ь эту г р а н и ц у . 

После одного в з в е ш и в а н и я в о з м о ж н ы т р и исхода: л е в а я ч а ш к а 
весов легче и л и т я ж е л е е п р а в о й п л и они у р а в н о в е ш е н ы . К а ж д ы й из 
трех исходов имеет определенную вероятность wt, и количество 
информации , получаемое п р и в з в е ш и в а н и и , м а к с и м а л ь н о , если все wt 

р а в н ы друг д р у г у . Поэтому предположим, что в з в е ш и в а н и я п р о и з ­
в о д я т с я т а к и м образом, чтобы (приблизительно) было выполнено 
это условие , т ак что э н т р о п и я п р и одном в з в е ш и в а н и и задается 
соотношением 

з 

— 2 w t 1 о 2 1 0 1 = 1 о £ 3 > г Д е w t = Т • 
І = І 

Заметим, что число значений і равно числу возможных исходов. 
Э н т р о п и я п р и п в з в е ш и в а н и я х р а в н а сумме энтропии п р и к а ж д о м 

х ) Достаточно полное изложение этой задачи можно найти в [15*].— 
Прим- ред. 

11—01037 
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взвешивании : 
log 3 -f- . . . -\- log 3 = log 3". 

И т а к , ф а л ь ш и в а я монета будет о б н а р у ж е н а , когда энтропия в звеши­
в а н и й превысит log 2іѴ и л и , д р у г и м и словами, log 2N д о л ж е н быть 
меньше log 3". П р е д п о л о ж и м , что эти две величины р а в н ы . Тогда 
log 3" = log 2N, или N = 1 / 2 3 7 1 . Т а к к а к это ие целое число , возьмем 
от него целую часть , что дает 

П о к а ж е м теперь , и с п о л ь з у я понятие энтропии, что п в з в е ш и в а ­
ний недостаточно д л я о б н а р у ж е н и я ф а л ь ш и в о й монеты среди 
(3" — 1)/2 монет. Заметим сначала , что N имеет вид ЗМ + 1, где 
M — целое число . Н е т р у д н о заметить , что наибольшее п р и р а щ е н и е 
энтропии достигается , если прежде всего разделить монеты на т р и 
равные г р у п п ы . Н а к а ж д у ю ч а ш к у весов помещается по M монет , 
так что остается M -f- 1 монет. Е с л и ч а ш к и у р а в н о в е ш е н ы , то энтро­
п и я , п о л у ч а е м а я прп о с т а в ш и х с я (п — 1) в з в е ш и в а н и я х , д о л ж н а 
быть не меньше, чем 

log 2 (M + 1) = log ( 3 " ' - Ч 1), 

п о с к о л ь к у M = (N — 1)/3 и N = (3" - 1)/2. Т а к к а к log ( З " " 1 + 1) 
больше , чем м а к с и м а л ь н а я энтропия , п о л у ч а е м а я при (п — 1) взве ­
ш и в а н и я х , т. е. log З " " 1 , очевидно, что задача ие может быть реше­
на д л я 

Т а к и м образом, количество монет не может превышать 

Можно п о к а з а т ь , что задача действительно р е ш а е т с я д л я такого 
количества монет. Н а этом простом примере можно эффективно 
продемонстрировать , к а к с помощью абстрактных р а с с у ж д е н и й полу­
чается решение задачи в виде количественных соотношений. 

И с п о л ь з у я теорию информации , определим стратегию р е ш е н и я 
з а д а ч и в случае ѴѴ = 9. Стратегия состоит в том, чтобы п о л у ч а т ь 
к а к можно большее количество информации при к а ж д о м взвеши­
в а н и и . 

Пусть рл, рп и рр — вероятности того, что перевесит соответ­
ственно л е в а я и л и п р а в а я ч а ш к а пли весы останутся в равновесии . 
Тогда и н ф о р м а ц и я , п о л у ч е н н а я п р и одном в з в е ш и в а н и и , равна 
величине 

H = —Рл lüg Рп — Рр log Рр — Рп log Pu, 

к о т о р а я по предыдущей теореме м а к с и м а л ь н а , если все вероятности 
р а в н ы друг д р у г у . Т а к и м образом, н а и л у ч ш а я стратегия состоит 
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в том, чтобы проводить в з в е ш и в а н и я так , чтобы все трн альтернативы 
были р а в н о в е р о я т н ы . 

Е с л и на л е в у ю ч а ш к у поместить h монет, на п р а в у ю — тоя^е 
к монет и отложить 9 — 2к монет, то 

9 — 2к _ _ к 
Рр — g ' Рл^Рп — "g"-

Эти т р н величины р а в н ы при к = 3. Поэтому надо на к а ж д у ю ч а ш к у 
класть по т р и монеты и три о т к л а д ы в а т ь . Е с л и весы у р а в н о в е ш е н ы , 
то ф а л ь ш и в а я мопета наход ится среди о т л о ж е н н ы х . Теперь таким ж е 
образом можно исследовать эти три монеты, не о б р а щ а я в н и м а н и я 
на первые шесть монет. 

Е с л и п р и первом в з в е ш и в а н и и равновесия не будет, то д л я того, 
чтобы с вероятностью 1 / 3 ч а ш к и весов уравновесились п р и втором 
в з в е ш и в а н и и , надо с к а ж д о й ч а ш к и снять по монете. С д р у г о й сто­
роны, чтобы у р а в н я т ь вероятности того, что перевесят монеты на 
левой или п р а в о й ч а ш к е , следует в з я т ь по одной монете с к а ж д о й 
ч а ш к и и поменять их местами. Е с л и теперь весы у р а в н о в е с я т с я , 
одна из двух снятых монет ф а л ь ш и в а я и т. д. В любом случае трех 
в з в е ш и в а н и й достаточно д л я того, чтобы о б н а р у ж и т ь ф а л ь ш и в у ю 
монету и установить , легче или т я ж е л е е она, чем н а с т о я щ а я . 

У п р а ж н е н и е 3.2. Примените аналогичную стратегию в случае 
N — 27, и с п о л ь з у я т р и в з в е ш и в а н и я д л я о б н а р у ж е н и я более легкой 
ф а л ь ш и в о й монеты. 

Фальшивомонетчики [6] 

П р е д п о л о ж и м , что 7Y мастеров з а н и м а ю т с я изготовлением монет 
одного достоинства; некоторые из них фальшивомонетчики . Все 
фальшивые монеты имеют один и тот ж е вес, по он несколько отли­
чается от веса н а с т о я щ е й монеты. К а ж д ы й мастер изготавливает 
или только хорошие монеты, или только фальшивые . Р а с п о л а г а я 
одной заведомо хорошей монетой, набором всевозможных гирь 
и весами, определим за т р и в з в е ш и в а н и я , есть л и среди мастеров 
фальшивомонетчики п кто они. 

Решение. П р и первом в з в е ш и в а н и и определим Wg — вес н а с т о я ­
щ е й монеты. Возьмем у к а ж д о г о мастера по одной монете и п р и 
втором в з в е ш и в а н и и определим полный вес Т. Р а з н о с т ь D равна 
Г — NWg. Е с л и 0 = 0 , то все мастера работают честно. Е с л и 
D ф 0, то берем 2 І _ 1 монет от і-го мастера , і = 1, . . ., УѴ, и опре­
деляем полный вес Т'. Р а з н о с т ь теперь равна D' = Т' — (2^—1) WG. 
І і а х о д п м целое число S, т акое , что D'/D = £7ß ( S ) , где ß ( S ) — 

число единиц в двоичном р а з л о ж е н и и S. Пусть S = ^ВІ2І~1, где 
І = І 

ВІ равно 0 ИЛИ 1. Тогда ß ( S ) есть число фальшивомонетчиков , 
а г'-й мастер честный п л и нечестный в зависимости от того, равно 
ВІ н у л ю п л и единице. 

11* 
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3.4. Задача справедливого дележа (как справедливо разрезать пирог) 
(2, 5J 

Эта задача ш и р о к о известна в следующей формулировке : два 
человека хотят разделить справедливо пирог на две части . Решение 
з а д а ч и состоит в том, что один делит пирог , а д р у г о й выбирает себе 
один из к у с к о в . 

Д л я с л у ч а я п > 2 задача была решена Б а н а х о м и Кнастером. 
Н о ж перемещают п а р а л л е л ь н о в выбранном н а п р а в л е н и и . К а к т о л ь ­
ко намечается д о л я , к о т о р а я удовлетворяет х о т я бы одного из игро­
ков , этот кусок отрезают п передают ему, после чего процесс про­
д о л ж а е т с я . Е с л и несколько игроков ж е л а ю т получить одни и тот же 
к у с о к , его р а з ы г р ы в а ю т между ними. Можно п о к а з а т ь , что это 
с п р а в е д л и в ы й метод. Н и ж е и з л а г а е т с я еще один метод р е ш е н и я . 

С этой задачей тесно с в я з а н а и «задача о Ниле» . К а ж д ы й год 
Н и л р а з л и в а е т с я , о п у с т о ш а я земли древнего Е г и п т а . Ценность 
р а з л и ч н ы х частей страны зависит от у р о в н я воды (предполагается , 
что всего возможно п уровней) . К а к разделить страну между к намест­
никами , чтобы к а ж д ы й п о л у ч и л 1/к-ю часть земли по стоимости при 
любом уровне воды? 

Т р е т ь я задача — это задача о «бутерброде с ветчиной». Б у т е р ­
брод с ветчиной, в котором на хлеб намазано масло , надо разделить 
ножом па две части т а к , чтобы все ингредиенты (т. е. хлеб , масло 
п ветчина) распределились поровну между обеими п о р ц и я м и . П р и 
помощи теории меры д о к а з а н а теорема с у щ е с т в о в а н и я д л я р е ш е н и я 
этой задачи . 

В задаче о дележе пирога требуется разделить пирог между 
7і и г р о к а м и т а к , что к а ж д ы й , по его мнению, получает долю, ие 
м е н ь ш у ю 1/71 от всего пирога . П р о н у м е р у е м игроков к а к 1 , 2 , . . ., п. 
П у с т ь от,- (р) — мера , которую ;'-й игрок приписывает к у с к у р. 
Все меры взаимно независимы. Е с л и игрок j получает долю pj, 
то nij (pj) ^ 1/71. П р е д п о л а г а е т с я , что меры аддитпвпы н всему 
п и р о г у п р и п и с ы в а е т с я мера , р а в н а я единице. (Строго г о в о р я , надо 
требовать , чтобы мера была такой , чтобы среди частей к у с к а н е л ь з я 
было н а й т и т а к и е , мера которых равна мере всего этого к у с к а , или 
чтобы им н е л ь з я было приписать н и к а к о г о з н а ч е н и я меры.) 

Рассмотрим задачу [5] , в которой требуется разделить пирог 
на к частей м е ж д у д в у м я и г р о к а м и 1 и 2 так , что и г р о к 1 получает 
одну часть , а игрок 2 получает к — 1 частей . Меры соответствующих 
кусков р± и р% д о л ж н ы у д о в л е т в о р я т ь критерию справедливости , т. е. 

тг {p2)>—jr--

Лемма. Справедливым является следующий порядок: игрок 2 делит 
пирог на к частей, а игрок 1 выбирает одну из них. 
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Доказательство. Чтобы д о к а з а т ь , что этот п о р я д о к я в л я е т с я 
справедливым, заметим, что игрок 2 может разделить пирог на 
к кусков р 1 ? . . ., рк с m , (pj) ^ ilk, і = 1, . . ., А\ Т а к к а к 

h 

Обратимся теперь снова к общей задаче , в которой требуется 
справедливо разделить пирог между п и гроками , т ак что если игрок j 
получает к у с о к pj, то m.j (pj) ^ i/n, j = 1, . . ., п. 

Теорема 3.3. Справедливым является следующий порядок дележа: 
на первом шаге пирог отдают игроку 1. На втором шаге игрок 2 
вместе с игроком 1 делит пирог на два куска в соответствии с леммой 
при к = 2. Если куски рх и р„ кажутся равными для игроков 1 и 2, то 

На третьем шаге игрок 3 вместе с игроком 1 делит кусок рх на 
три части, из которых выбирает qx, так что т3 (о х) '^гІ3т1 (ру). 
Совместно с игроком 2 он делит на три части и кусок р2, из которого 
забирает долю д 2 , такую, что т3 (q2) ^ / З т 2 (Ръ)- Если Гу и г 2 — 
остатки от кусков рг и р2 соответственно, то 

Па к-м шаге игрок к отдельно с каждым, из игроков 1, 2, . . ., к — 1 
делит принадлежащие им куски. Каждый из игроков 1, 2, . . ., к — 1 
делит свой кусок на к частей, а к-й игрок выбирает себе из каждого 
куска одну часть. 

На п-м шаге процесс заканчивается. 

Доказательство. Т а к о й п о р я д о к дележа справедлив д л я игрока / . 
Заметим, что , т ак к а к он не принимает у ч а с т и я в р а з д е л а х до 
/ -го ш а г а , достаточно п о к а з а т ь , что па к-м шаге (/ ^ к ^ ?г) раздел 
происходит справедливо д л я / , т. е. иа к-м шаге игрок ; получает 
к у с о к q, т а к о й , что nij (q) ^ ilk. Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по 
и н д у к ц и и . П р и / = 1 на / -м шаге раздел я в л я е т с я справедливым д л я 
игрока / . Е с л и ри . . ., pj_y — к у с к и , полученные и г р о к а м и 1, . . . 
• • -, j — 1 к ;'-му ш а г у , то игрок / получает от каждого из них п р и 
п о р я д к е раздела , и зложенном в лемме, к у с о к і — 1> • • -, j — 1, 
т а к о й , что 

д о л ж е н найтись кусок pj: т акой , что ту (pj) ^З- ilk. 

«Ч (Рі)>~2, 

т-г {Pz)>-Y-

ml{r1)>Tmi {pi). 

9 
m 2 ( г 2 ) > - з - « І 2 (Pz)-



166 Глава 3 

S mj{p,) = l, 
i=i 

j - i 

2 m> (<?*)>} 
i=l 

и, следовательно , раздел я в л я е т с я справедливым на (/ — 1)-м ш а г е . 
П о к а ж е м , что если на (к — 1)-м шаге раздел справедлив д л я и г р о ­
ка / , ; ^ к ^ п, то и на к-и шаге раздел производится справедливо . 
Е с л и игрок / после (к — 1)-го шага получает кусок р, то по п р е д ­
положению и н д у к ц и и nij (р) ^ il {к — 1). Т а к к а к игрок / делит 
к у с к и с к а ж д ы м из ранее и г р а в ш и х у ч а с т н и к о в , то в соответствии 
с леммой ему г а р а н т и р о в а н о получение к у с к а q, т акого , что nij (q) 2$ 
^ [(к — i)/k] nij (р) ^ ilk. Т а к и м образом, п о р я д о к дележа я в л я е т с я 
справедливым па любом шаге к, и, в частности , п р и к = п в ы п о л ­
н я е т с я условие (р) 3̂= ІІп. 

3.5, Количество т е с т о в , метод исчерпания 

Задача [7] . Рассмотрим тесты, в к л ю ч а ю щ и е п вопросов , п ^ 10, 
в к а ж д о м из которых надо сделать выбор между к ответами, к ^ 1. 
Сколько можно построить подобных тестов так , чтобы количество 
н а б р а н н ы х очков (оно задается формулой [(7- — w)l(k — 1)1 100/?г, 
где г — число п р а в и л ь н ы х ответов, a w — число н е п р а в и л ь н ы х 
ответов) было целым числом? 

Решение. 
1. r - j - w <С п, т. е. не на все вопросы получен ответ. Здесь 

I 7' — w I ^ п и I г — w I принимают целые з н а ч е н и я , пе меньшие 0, 
но и не большие п. Величины | 100 (7- — w) | т а к ж е принимают зна­
ч е н и я 0, 100, 200, . . . и т. д . , не п р е в ы ш а ю щ и е 10077, с ограничением 
ІООп ^ 1000. Ч и с л о (к — 1) п д о л ж н о быть делителем всех этих 
величии . В частности, оно должно быть делителем 100, т. е. , т ак к а к 
?г ^ 10, оно д о л ж н о принимать з н а ч е н и я 10, 20, 25, 50 и л и 100. 
Т а к и м образом, из у с л о в и й 

(к — 1) n = 10, (А: — 1) п = 20, (к — 1) п = 25, 
(к — i) n = 50, (к - 1) п = 100 

получаем следующие возможные тесты: 

(7г, к): (10, 2), (10, 3), (10, 6), (10, 11), (20, 2), (20, 6), 
(25, 2), (25, 3), (25, 5), (50, 2), (50, 3), (100, 2). 

2. Е с л и на все в о п р о с ы получен ответ, то 7- + w = п и в в ы р а ж е ­
нии д л я подсчета очков можно заменить w на (п — 7-). Е с л и известно , 

Н о 

поэтому 
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что п — четное число , то (2г — ?г) — тоже четное и, следовательно , 
(к — 1) 7?. должно быть делителем 200. В этом случае дополнительно 
в о з м о ж н ы тесты: 

(7г, к): (10, 5), (10, 21), (20, 3), (20, 11), (40, 2), 
(40, 6), (50, 5), (100, 3), (200, 2). 

3.6. Задача о д ж и п е х ) [3 , И ) 

Здесь речь пойдет о задаче м и н и м и з а ц и и ф у н к ц и и , па которую 
н а л о ж е н ы о г р а н и ч е н и я , задаваемые в виде разностных у р а в н е н и й . 

З а д а ч а . Т р е б у е т с я проехать в автомобиле 1000 километров по 
пустыне с м и н и м а л ь н ы м расходом топлива . Б а к автомобиля может 
вместить самое большее 500 единиц топлива . Р а с х о д топлива состав­
л я е т одну единицу на километр . Автомобилист д о л ж е н сам посте­
пенно у с т р а и в а т ь промежуточные с к л а д ы , и с п о л ь з у я топливо из 
собственного бака . Определим р а с п о л о ж е н и е складов па пути , п р и 
котором м и н и м и з и р у е т с я расход топлива на все путешествие , число 
рейсов м е ж д у к а ж д о й п а р о й складов и минимальное количество 
т о п л и в а , которое ему надо в з я т ь со старта . 

Формулировка и решение. Пусть s£ — количество топлива , з а г о ­
товленного на і-м складе (і = 0, 1, . . ., n), dt — расстояние между 
(і — 1)-м и і-м с к л а д а м и и /с; — число рейсов между этими д в у м я 
т о ч к а м и . Тогда 

= Si + Ikidi + di, i = 1, . . ., 77. (3.1) 

Т а к и м образом, количество топлива , заготовленного на (і — 1)-м 
с к л а д е , равно сумме количества топлнва па і-м складе , количества 
т о п л и в а , затраченного во в р е м я рейсов А:; между этими с к л а д а м и , 
и топлива еще на один рейс . 

Н е т р у д н о видеть , что используется минимальное количество 
т о п л и в а , е с ли перед к а ж д ы м рейсом автомобиль полностью з а г р у ж а е т 
с в о й бак . В этом случае с о к р а щ а е т с я общее число рейсов и, следова­
т е л ь н о , у м е н ь ш а е т с я расход топлива на все путешествие . Кроме 
того , чтобы в конце п у т и топливо не оставалось , необходимо, чтобы 
автомобилист з а б р а л 500 единиц топлива на 500-километровой отмет­
ке . И з этих двух у с л о в и й следует , что і-й с к л а д надо р а с п о л а г а т ь 
т а к и м образом, чтобы автомобиль делал к і + 1 рейсов м е ж д у і-м 
и (i -f- 1)-м с к л а д а м и в обе стороны и один рейс вперед всегда п о л н о ­
стью з а г р у ж е н н ы м и не о с т а в л я л после себя топливо на і-м с к л а д е . 
Р е ш а я задачу с конца , придем к выводу, что последнее у т в е р ж д е н и е 
справедливо д л я всех с к л а д о в , в к л ю ч а я первый , но не распростра ­
н я е т с я на исходную точку , т ак к а к ее положение задано з аранее . 
Следовательно , автомобиль сделает последний рейс между исходной 

х ) Джип — одна из распространенных марок американских автомоби­
лей.— Прим. ред. 
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точкой и первым складом с з а г р у з к о й с 500. Т а к и м образом , 
получаем 

st = kt (500 - 2dt) + 500 - dh i = 2, . . . , n, 

S l = frx (500 - 2dj) + с - dx. (3.2) 

Т р е б у е т с я минимизировать s0, заданное соотношением 

s o = h + 2 M i + ^ і -

Т е п е р ь , и с п о л ь з у я д л я sx данное ранее значение , получіьм 

s0 = 500/v-j -і- с. (3.3) 

Т а к к а к автомобиль может проехать последние 500 км, не п у ж -
даясь в с к л а д а х топлива , т о , чтобы минимизировать s0, достаточно 
п о л о ж и т ь sn = 500 п разместить склады вдоль 500-километрового 
п у т и . Т а к и м образом, 

71 

У\аі = 500. 
і = і 

Теперь из (3.2) получим 

, _ 500&{ + 500-д г 9 

°« - 2ÂT+I ' ~ ' ' ' ' ' 
Замеипв в формуле (3.1) г на і + 1 п подставив полученный р е з у л ь ­
тат вместо S; в в ы р а ж е н и е д л я dh получим 

j _ 500/b; + 500 — — 2 /cj + id i + 1 — d j + i 9 , n 

l — oki -j-1 1 — ' " ' ' ' 1 n +i = 

Н а к о н е ц , замеипв на равное в ы р а ж е н и е нз (3.2) и у п р о щ а я , 
получаем 

Аналогично 

500(fej-fc1+i) « _ 

, 500 (ki — k2) + c— 500 
D L 2Ä7+I ' 

Т а к к а к dt > 0, то k-t >> /ч+х- Т а к и м о б р а з о м , н у ж н о м и н и м и з и р о в а т ь 

s0 = 500Ä! + с 
при ограничении 

2 * = 500 S - ^ + ^ = 500. 
і=1 і = 1 

Е г о можно переписать в виде 
n 

kj — kj+j 1 - е / 5 0 0 _ . , _ п 

Z J ^ I T Ï 2Ä1 + 1 = U -
і = і 
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П о с к о л ь к у кг > к2 > . . . > /с ; > . . . > кп, второй член в левой 
части меньше наименьшего з н а ч е н и я , которое может принимать, 
любой член в сумме, т. е. 

2 ^ + 1 2A-J + 1 ' 1 - . - • • > 

Короче г о в о р я , это соотношение определяет выбор кі, т а к и х , что> 
п 

2 kj — k i + i 

2кі + 1 

превосходит единицу и А̂  принимает минимальное значение . 
П о к а ж е м , что минимальное значение к,г п о л у ч а е т с я , если п о л о ­

ж и т ь кі — к і + 1 = 1 (i = 1, . . ., п) и кп = 1. Предполоялим, что д л я 
і = і 0 в еличина А ; п — А -,- 0 + 1 = m — целое число , большее 1. Т о г д а 
д л я і 0 -го члена получаем 

fci0

 — * Ѵ и m 
2 f c i 0 + l 2 ( f c i 0 + 1 + i») + l ' 

где знаменатель п р е в р а щ а е т с я нз 2А: г- 0 + 1 + 1 в 2 ( & І 0 + І - Г »0 + 1, 
когда і уменьшается от ( і 0 + 1) до і 0 . 

Т е п е р ь , п р и н я в кіо — 7 с г о + 1 = 1, этот скачок можно заменить 
на постепенно в о з р а с т а ю щ у ю сумму членов 

2 (кіо+і + 1 ) + 1 "Г- 2 (кіо+і + 2 ) + 1 + ^ 2 ( А і о + 1 + / і . ) + Г 

Эта сумма больше, чем предыдущее в ы р а ж е н и е , которое в m р а з 
превышает н а и м е н ь ш и й член в сумме. Следовательно , минимум кг 

достигается п р и kt — к і + 1 = 1, т. е. п р и и с п о л ь з о в а н и и единичных 
разностей и кп = 1. В в и д у свойства монотонности kt число п выби­
р а е т с я таким , что кп = 1, кп_г = 2 , . . . и в конце концов п о л у ­
чаем к2 из у с л о в и я 

п п 
ѴЧ кі — кі+і ^ л V I кі — ^і+І 
Z j 2fej + l ^ 1 ^ Z i 2ki + l -

i=2 i=l 
В этом случае к2 = 6. З а т е м в ы ч и с л я ю т с я соответствующие dir 

н а ч и н а я с 500-километровой отметки. Оставшееся расстояние п р и ­
нимается за dx. Значение кг п о л а г а е т с я равным семи. Т а к о й выбор 
А^ минимизирует sQ, и соответствующий выбор dt у д о в л е т в о р я е т 
ограничению на расстояние . 

Заметим, что если и с х о д н а я п о л и а я разность выбрана соответ­
ствующим образом, то dn_t образуют гармонические р я д ы с нечетны­
ми знаменателями . 

То обстоятельство , что эти р я д ы р а с х о д я т с я весьма медленно , 
проливает некоторый свет иа экономические трудности о р г а н и з а ц и и 
торговли со слаборазвитыми с т р а н а м и . 



170 Глава 3 

У п р а ж н е н и е 3.3. П о к а ж и т е , что kt = 8 — i, dt = 500/(17 — 2i), 
i — 1, . . ., 7 и s0 = 38 336,45. 

3.7. Задача о кокосовых орехах (гл. 1) [9] 

Обозначим первоначальное количество кокосовых орехов через X, 
и пусть і-й матрос берет xt ш т у к (после 7??.-го р а з д е л а к а ж д ы й полу­
чает хт ш т у к ) . Тогда 

«І = - £ = А . (3.41 

X i = i n - i ) ^ - d i t i = 2 , . . . , m . (3.5) 

Заметггм, что dt при і >• m ие в л и я ю т на решение . Удобпо п о л о ж и т ь 
нх к-ю разность р а в н о й н у л ю , т. е. Akdt = 0, к > т. Заметим т а к ж е , 
что dt ^ 0, і = 1, . . ., ні, и, следовательно , хг ^ £ г--і- Т а к и м обра­
зом, еслп хт положительное , то xt п р и i <С m и X тоже п о л о ж и ­
тельные . 

Е с л и обозначить 

Ахі = Xi+i — Xf, 

то у р а в н е н и е (3.5) можно переписать в виде 

ПЛХІ - f i , - = — di+i, £ = 1, 2, ...,7ii. (3.6) 

Частное решение этого у р а в н е н и я имеет вид 
771-1 

Р І = - S (-») ЛдЧ +1. 
ft=0 

И с п о л ь з у я формулу Н ь ю т о н а , получаем 
771—1 

di+l = S Д ^ С ? , 
i=Q 

где 
Ci — число сочетаний из і по / . 

И с п о л ь з у я тот факт , что №1С\ = Cl~~k и Ci = 0, / < 0, получаем 
после подстановки и изменения п о р я д к а с у м м и р о в а н и я 

m— 1 j 

Pt= - S S (-п)ЛдЧ<?Г\ (3.7) 
з = о h=o 

Р е ш е н и е у р а в н е н и я (3.6) представляет собой сумму общего р е ш е н и я 
однородного у р а в н е н и я и частного р е ш е н и я Pt. П о л у ч а е м 
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Т е п е р ь , чтобы определить X, заметим, что хт должно быть п о л о ж и ­
тельным целым числом г. П о л а г а я і = m, п р и р а в н и в а я к г и р е ш а я 
относительно X, получаем 

Х = *£Ё%£ + Ь + п Р , (3.8) (г — Рт) «™ 
( п - 1 ) « 

Последние два члена — целые числа . Т а к к а к п и (п — 1) взаимно 
просты, X будет целым числом тогда и только тогда, когда д л я 
некоторого целого s имеет место соотношение 

r - P m = s ( » - l ) n i - 1 . (3.9) 

Ч т о б ы это X было наименьшим п о л о ж и т е л ь н ы м целым числом, 
г должно быть наименьшим и, следовательно , s должно быть выбрано 
т а к , чтобы г было наименьшим. Т а к и м образом, получаем 

* = k E $ k I + i . (з-ю) 
Это дает 

xm = s(n-l)m-i + Pm, 

и п р и помощи исходного у р а в н е н и я получаем 

zm_ft = s (п - І Г " 1 - ^ + P m _ h . 
Т е п е р ь , п о д с т а в л я я (3.10) и (3.9) в (3.8), в ы ч и с л я я Pt при і = 1 

и і = m и п о д с т а в л я я полученные в ы р а ж е н и я т а к ж е в (3.8), находим 

Х = 

m—1 j 
_ , _ ь - . -

з'=о 

3=0 h=0 
( п - 1 ) " 

Ч т о б ы упростить вычисления п р и больших п и т, можно вычислить 
наименьшее целое С, д л я которого X > 0, xt > 0, і — 1, . . ., m, 
и написать 

m — 1 

Х = Спт + (1-п) S ( - ? i ) j A j d i . 

Это соотношение справедливо , д а ж е если dt < 0 п р и некотором і. 

У п р а ж н е н и е 3.4. 
1. Н а й д и т е X, если dt = d, i = 1, . . ., иг. 
2. Пусть 7і = 5, 771 = 4, = 4, d 2 = 3, d 3 = 1, d 4 = 1. П о к а ж и ­

те , что X = 314. 
У п р а ж н е н и е 3.5. А к в а р и у м вмещает п единиц воды. В течение 

недели одна единица воды и с п а р я е т с я и надо подливать свежую 
воду . П о с к о л ь к у с в е ж а я вода содержит некоторое количество солей, 
во избежание у в е л и ч е н и я в а к в а р и у м е к о н ц е н т р а ц и и соли до у р о в н я , 
опасного д л я рыбы, из него выливают одиу единицу воды [остается 
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(n — 2) единиц] и затем добавляют две единицы свежей воды. Д о к а ­
жите , что в стационарном состоянии м а к с и м а л ь н а я к о н ц е н т р а ц и я 
соли на единицу воды в а к в а р и у м е вдвое превышает к о н ц е н т р а ц и ю 
соли в свежей воде. ( У к а з а н и е : воспользуйтесь моделью разностных 
уравнений . ) 

3.8. Задача о неограниченном сверху максимуме [12] 

Пусть даны к пластинок домино, имеющих форму п а р а л л е л е п и ­
педа. П р е д п о л о ж и м , что эти п л а с т и н к и положены в точности одна 
на д р у г у ю . Е с л и теперь по очереди п а р а л л е л ь н о сдвигать п л а с т и н к и , 
то п о л у ч и т с я к о н ф и г у р а ц и я , п о х о ж а я на лестницу . Т р е б у е т с я опре­
делить , н а с к о л ь к о можно сдвигать п л а с т и н к и , не у р о н п в их , чтобы 
г о р и з о н т а л ь н а я п р о е к ц и я этой к о н ф и г у р а ц и и была к а к можно длин­
нее. Примем д л и н у одной п л а с т и н к и в рассматриваемом н а п р а в л е н и и 
за единицу и определим м а к с и м а л ь н у ю длину п р о е к ц и и к а к ф у н к ц и ю 
числа п л а с т и н о к . 

Решение. Рассмотрим к-ю с верху п л а с т и н к у . Центр т я ж е с т и 
множества из (к — 1) пластинок , р а с п о л о ж е н н ы х выше ее, по отно­
шению к (к — 1)-й п л а с т и н к е в ы ч и с л я е т с я следующим образом . 
В центре т я ж е с т и системы из (к — 2) п л а с т п н о к , р а с п о л о ж е н н о м над 
одним пз ребер (к — 1)-й п л а с т и н к и , п р и л о ж е н вес, который у р а в н о ­
вешен в центре т я ж е с т и системы пз (к — 1) пластинок весом (к — 1)-й 
п л а с т и н к и , п р и л о ж е н н о м в ее центре т я ж е с т и . Т а к и м образом, если 
расстояние от центра т я ж е с т и (к — 2) в е р х н и х п л а с т и н о к , который 
р а с п о л а г а е т с я над одним пз ребер (к — 1)-й п л а с т и н к и , до центра 
т я ж е с т и системы пз (к — 1) пластинок обозначить через х и и зме ­
р и т ь расстояние от центра т я ж е с т и системы пз (к — 1) пластинок 
до центра т я ж е с т и (к — 1)-й п л а с т и н к и , то п о л у ч и т с я у р а в н е н и е 
(к — 2) X = 1 -(0,5 — х). Это дает условие х = 1/[2 (к — 1)], к > 1. 
П е р в а я с в е р х у п л а с т и н к а выдвигается над второй на половину 
ее длины; в т о р а я — на четверть ее д л п н ы над третьей , т р е т ь я — 
на 1 / г , ее длины над четвертой и т. д. В р е з у л ь т а т е п о л у ч а е т с я сз'мма 

2 1 4 + • ' • 1 2(к-1)~ z Г + Т " 1 " 3 "Т" • • ' ~^к-і) ' 

В е л и ч и н а в п р а в о й части определяет м а к с и м а л ь н о е расстояние от 
к р а я к-тк п л а с т и н к и . Т а к к а к сумма справа при к оо п р е д с т а в л я е т 
собой р а с х о д я щ и й с я г армонический р я д , д л и н а п р о е к ц и и не огра ­
ничена с в е р х у и, следовательно , не имеет максимума . 

3 .9 . Существование выигрывающей стратегггп [14J 

Рассмотрим к р и з и с н у ю ситуацию между д в у м я н а ц и я м и А и Б 
и предположим, что к р и з и с требуется р а з р е ш и т ь путем переговоров . 
П р е д п о л о ж и м такн^е, что в этой к о н к р е т н о й ситуации псвозможна 



Некоторые элементарные приложения 173 

н и ч ь я , что п р е д л о ж е н и я и л и действия стороны совершают по очереди 
и что чпсло раундов переговоров п ограничено (т. е. что переговоры 
имеют конец) . Под стратегией нации мы подразумеваем последова­
тельность действий от н а ч а л а до конца , каждое из которых может 
з ависеть от действий другой стороны. В ы и г р ы в а ю щ а я стратегия 
н а ц и и — это стратегия , к о т о р а я в коице концов приводит к победе 
независимо от действий другой стороны. Д о к а ж е м следующую 
теорему: 

Теорема 3.4. Существует или стратегия, обеспечивающая победу 
стороне А, или стратегия, обеспечивающая победу стороне В. 

Доказательство. Из того, что существует к о н е ч н а я последова­
тельность действий, легко видеть , что одна из сторон имеет выигры­
в а ю щ у ю стратегию, определяемую первым ж е действием. Первое 
действие_ совершается в в ы и г р ы в а ю щ е й позиции , д л я которой х а р а к ­
терно то, что п р и п р а в и л ь н о й игре сторона побеждает независимо 
от действий противника . 

П р е ж д е всего отметим, что условие отсутствия ничьей означает , 
что одна сторона д о л ж н а победить (независимо от того, кто начи­
нает) . Е с л и одна из сторон д о л ж н а победить где-то по ходу игры , 
то она на ход ит с я в выигрышном п о л о ж е н и и . Рассмотрим с л у ч а й , 
когда одна из сторон, н а п р и м е р А, п о л у ч и л а выигрышное п о л о ж е ­
ние; тогда действие стороны В на предыдущем шаге должно быть 
ошибочным, иначе сторона А д о л ж н а была получить выигрышное 
положение р а н ь ш е . Т а к и м образом, если А выигрывает , сторона В 
д о л ж н а была совершить ошибку . С д р у г о й стороны, если В не оши­
бается , то А ие может победить. Точно так ж е , если А не ошибается , 
то В ие может победить. Т а к и м образом, ни одна из сторон не может 
победить, если д р у г а я не совершит ошибку . Н о это противоречит 
тому, что игра д о л ж н а з а к о н ч и т ь с я через определенное в р е м я и н и ч ь я 
невозможна . Т а к и м образом, одна из сторон д о л ж н а с самого н а ч а л а 
иметь в ы и г р ы в а ю щ у ю стратегию. Этим з а в е р ш а е т с я доказательство . 

3.10. И г р а л ь н ы й столик [13] 

З а д а ч а . Н а столике имеются N к в а д р а т о в , на которых сделаны 
надписи :«выигрыш 2 : 1», «выигрыш 3 : 1» , . . . и «выигрыш ( ІѴ+І ) : 1». 
Н а к а ж д о м квадрате помещается н е к о т о р а я сумма денег, и затем 
н а у д а ч у выбирается один из к в а д р а т о в . И г р о к у в ы п л а ч и в а е т с я 
сумма , р а в н а я ставке на выигрышном квадрате и в ы и г р ы ш у , который 
пропорционален числу , проставленному на этом к в а д р а т е . И г р о к 
проигрывает суммы, помещенные на д р у г и х к в а д р а т а х . Ч е м у равно 
максимальное N, п р и котором игрок еще может р а с п о л а г а т ь деньги 
т а к , что в итоге он ни п р и к а к о м исходе ие останется в у б ы т к е ? 

Решение. Е с л и Sh — сумма, помещенная на /с-й квадрат и Г — 
п о л н а я сумма, п о с т а в л е н н а я на игру , то игрок не о к а ж е т с я в п р о -
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игрыше тогда и только тогда, когда (к + 2) Sh ^ Т пли \1{к - j - 2) ^ 
S)JT (Л; = 1, 2, . . ., N). Суммирование по к с п р а в а и слева дает 

2 + 2) ^ 1. Максимальное N, п р и котором это в о з м о ж н о , 

равно 4. И г р о к может делать с т а в к и так , что чистый выигрыш ие 
будет зависеть от выбранного к в а д р а т а . 
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Глава 4 

Опшимгізация при диофантовых 
ограничениях 

4 . 1 . Введение 

Диофантовым уравнением н а з ы в а е т с я полиномиальное у р а в н е ­
ние с н е с к о л ь к и м и переменными с р а ц и о н а л ь н ы м и коэффициентами 
(например , 6а; -f- Ay - j - z = 40), которое требуется решить в целых 
(часто положительных) ч и с л а х . Заметим, что у р а в н е н и е с р а ц и о ­
н а л ь н ы м и коэффициентами эквивалентно у р а в н е н и ю с целыми коэф­
фициентами. Н а п р и м е р , уравнение 

можно переписать в виде 

36а;2 + АОу + 30z = 15. 

У р а в н е н и е , д л я которого требуется отыскать рациональное решение , 
тоже иногда н а з ы в а е т с я диофаптовым уравнением . 

Иногда это понятие р а с п р о с т р а н я е т с я и на у р а в н е н и я более 
общего вида . Система диофантовых у р а в н е н и й представляет собой 
систему у р а в н е н и й с н е с к о л ь к и м и переменными с р а ц и о н а л ь н ы м и 
коэффициентами, д л я которых требуется одновременно и а й т и цело­
численные (или рациональные) р е ш е н и я . Целочисленное решение , 
в котором н а и б о л ь ш и й общий делитель значений переменных равен 
единице , на зывается примитивным решением. 

Решение линейного диофантова у р а в н е н и я тесно с в я з а н о с з ада ­
чей о т ы с к а н и я числа возможных способов р а з б и е н и я положительного 
целого числа N на слагаемые, п р и н а д л е ж а щ и е множеству S, элемен­
тами которого я в л я ю т с я п о л о ж и т е л ь н ы е целые числа аг, а2, . . ., ап, 
т. е. это задача отыскания числа целочисленных решений у р а в н е н и я 

сіуХу + а2х2 + . . . + апхп = Л г , х3 ^ 0, / = 7г. 

Часто диофантово у р а в н е н и е и л и система т а к и х у р а в н е н и й 

ёі (Хѵ . . -, Хп) = 0, І = 1, . . . , 771, 

могут определять множество ограничений в з адачах оптимизации . 
Требование , чтобы все переменные были неотрицательными, 
т. е. Xj ^ 0, / = 1, . . ., п, часто я в л я е т с я существенным ограниче­
нием. М а к с и м и з а ц и я и л и м и н и м и з а ц и я ограниченной ф у н к ц и и 
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J (xlt . . ., xn), определенной над множеством дискретных решений 
т а к о й системы ограничений , часто я в л я е т с я трудной задачей . Есте ­
ственно, что т а к а я задача н е р а з р е ш и м а , если о г р а н и ч е н и я не допу­
скают р е ш е н и я . Некоторое представление о решении можно полу­
чить , если рассмотреть вместо поставленной задачи соответствующую 
н е п р е р ы в н у ю задачу и использовать теорему об оптимизации п о л у ­
непрерывных ф у н к ц и й над компактными множествами . К а к было 
показано в г л . 2, в пекоторых задачах оптимизации требуется , чтобы 
целочисленное решение у р а в н е н и я , которое я в л я е т с я ограничением, 
давало максимальное (или минимальное) значение / (хх, . . ., хп), 
которое тоже должно быть целым числом. Требование , что / должно 
принимать целочисленные значения , я в л я е т с я дополнительным 
осложнением. Очевидно это не так , если / — п о л и н о м и а л ь н а я форма 
•с целыми коэффициентами. 

Вообще г о в о р я , системы ограничений с трудом поддаются реше­
нию. Е с л и о г р а н и ч е н и я линейные , значительную информацию можно 
п о л у ч и т ь , р а с с м а т р и в а я вершины соответствующего выпуклого мно­
г о г р а н н и к а . 

Существует немного общих теорем, которые относились бы с р а з у 
к большим классам диофантовых у р а в н е н и й . Вовсе не о б я з а т е л ь н о , 
ч т о б ы данное алгебраическое у р а в н е н и е , которое требуется решить 
в целых ч и с л а х , имело такое решение . Н а п р и м е р , проблема суще­
с т в о в а н и я р е ш е н и я в п о л о ж и т е л ь н ы х целых числах хорошо изве­
стного у р а в н е н и я Ферма хп + уп = zn при п > 2 окончательно 
еще не решена. 

Средп двадцати нерешенных проблем Гильберта , п р е д л о ж е н н ы х 
М е ж д у н а р о д н о м у математическому конгрессу в П а р и ж е в 1901 г . , 
•была с л е д у ю щ а я н е р е ш е н н а я до сих пор проблема г ) . 

Д е с я т а я проблема Г и л ь б е р т а . Н а й т и алгоритм, п р и помощи 
"которого можно после конечного числа о п е р а ц и й определить , имеет 
.ли данное ддофантово у р а в н е н и е целочисленное решение . 

Некоторые диофантовы у р а в н е н и я были к л а с с и ф и ц и р о в а н ы , 
и исследованы их р е ш е н и я . Е с л и такие у р а в н е н и я п о я в л я ю т с я в виде 
•ограничений в оптимизационной задаче , эту информацию можно 
использовать на первом шаге в процессе оптимизации . Рассмотрим 
•теперь к р а т к о некоторые методы р е ш е н и я элементарных диофантовых 
у р а в н е н и й и приведем примеры оптимизации ф у н к ц и и , п р и н и м а ю ­
щей дискретные з на чения , на которую н а л о ж е н ы простые диофан­
товы о г р а н и ч е н и я . В гл . 5 и з л а г а ю т с я общие методы линейного 
п р о г р а м м и р о в а н и я , используемые п р и решении задач линейной 
оптимизации . В этой главе будут даны некоторые примеры нелиней­
ных задач , хотя д л я них до сих пор общей теории не существует . 

1 ) Десятая проблема Гильберта решена советским математиком 10. В. Ма-
тиясевичем. Он доказал, что требуемого в проблеме алгоритма не существует 
138]. 
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4.2. О разрешимости д и о ф а н т о в ы х уравнении 

Существует л и алгоритм, о котором говорится в проблеме Г и л ь ­
берта, не известно, но, к а к мы увидим п о з ж е , такой алгоритм может 
существовать д л я специальных классов диофантовых у р а в н е н и й . 

Диофаитовы у р а в н е н и я могут не иметь р е ш е н и я . Рассмотрим, 
например , уравнение х- — Згу2 = 17. Заметим, что всякое целое 
число X представляется в виде 37г, Ъп ± 1. Подстановка их в у р а в н е ­
ние дает соответственно 

3 (Зга2 — У2) = 17, 
3 (3?г2 ± 2га - if) = 16. 

Л е г к о видеть , что эти у р а в н е н и я невозможно разрешить в целых 
ч и с л а х . Н а п р и м е р , в первом у р а в н е н и и при любом выборе целых 
чисел п и у л е в а я часть делится на 3, а п р а в а я нет. Аналогично 
уравнение 

Хі + у* _|_ 2 * _ 3*2,2 _ yiz2 _ zix2 ± x2y2zi = Q 

н е л ь з я р а з р е ш и т ь в целых ч и с л а х . Т а к , если п р и н я т ь , что х, у, s 
не имеют общих делителей , они ие могут все иметь вид Зга. Н о если 
все илп некоторые х, у, z имеют вид Зга ± 1, то л е в а я часть у р а в н е ­
н и я сравнима с ± 1 mod 3. 

Кроме того, дпофантово уравнение может иметь только конечное 
число решений. Н а п р и м е р , уравнение пятой степени 

хъ -)- X — 1 = iß 

имеет только два р е ш е н и я : х = 1, у = ± 1 . 

У п р а ж н е н и е 4 . 1 . Найдите все целочисленные р е ш е н и я у р а в н е -

п н я 2 х\ = 100, і ^ л ^ 100. 
і = 1 

Диофаитовы у р а в н е н и я могут иметь бесконечно много решений. 
Хорошо известным уравнением с бесконечным числом решений 
в п о л о ж и т е л ь н ы х целых ч и с л а х я в л я е т с я у р а в н е н и е П е л л я 

х*-Ау* = 1, 
где А > 0 и / 1 ие я в л я е т с я полным квадратом. Е с л и (хг, ух) и (ж 3, у.г) — 
два р е ш е н и я этого у р а в н е н и я , то из тождеств 

(х\ — Alf) {х: — Ay;) = {хіХг -f- АуіУг)* — 
— A (Хіу2 + х2у^ = (ХІХ2 — Ayxy2f — А (х{у2 — хгУ\)2 

заключаем , что ( x x x 2 - ] - Аугу2, х1у2 + х2ух) т а к ж е я в л я е т с я реше­
нием, а (ххх2 — Ауху2, хгу2 — х2У\) — еще одно решение . Можно 

. п р о д о л ж и т ь получение новых решений такпм способом. 
Е с л и записать уравнение П е л л я в виде 

(х + у YÄ) {Х-УУА) = 1, 
12—0 1037 
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то получим 
(x + yVÄ)n(x-ijYÄ)n = l 

д л я любого п, в частпостп д л я целочисленных 7г. Можно записать 

(x+yVÂ)n = xn + Yn VA. 
Здесь в р а з л о ж е н и и левой части с г р у п п и р о в а н ы члены Хп, 

в которые ие входит ] Л 4 , и члены, в которые входит коэффи­
циент п р п VA обозначен через У„ . З а п и ш е м т а к ж е 

(х - у Ѵл)п = х п - Yn VA, 
следовательно , 

(Х„ + Yn VÄ) (Хп - Yn VÄ) = 1. 

Т а к и м образом, если х ж у — решения , то Хп и Yn — тоже р е ш е н и я . 

У п р а ж н е н и е 4 .2 . Выразите Хп через х и у. Проделайте то ж е 
д л я Yn. 

Можио п о к а з а т ь , что , о т п р а в л я я с ь от фундаментального реше­
н и я (хг, Ух), где хг п ух — н е н у л е в ы е целые числа , д л я которых 
х •+ у Ѵ-А- принимает наименьшее значение , можио получить беско­
нечное число решений при помощи р е к у р р е н т н ы х соотношений 

Хп + х = х1хп + АухУп, 
Уп+і = Уіхп + *хУп, 

которые можно переписать в матричной форме 

хп+і ~ХІ Ay С 'xi Ay С n+l " Г 

.Уп+1. -Уі xi . .Уп. ,УІ Zi _ _0_ 
Д о к а з а н о , что фундаментальное решение всегда существует , но при­
водить здесь доказательство мы не будем. Это доказательство не 
позволяет конкретно строить фундаментальные р е ш е н и я . 

У п р а ж н е н и е 4 .3 . Проверьте следующие фундаментальные реше­
н и я д л я у к а з а н н ы х значений А: 

А (Хх, Ух) 
2 (3, 2) 
3 (2, 1) 
5 (9, 4) 
6 (5, 2) 

Интересно отметить, что если А = 46, то (х, у) = (24 335, 3588). 
Т а к о е решение трудно получить угадыванием. 

Н е все у р а в н е н и я вида х2 — А у1 = — 1 можно р а з р е ш и т ь . Н а п р и ­
мер , x2 — Зг/2 = —1 не имеет р е ш е н и я . 

Е с л и у р а в п е и и е с одной неизвестной и с целыми коэффициентами 

апхп + а^х"'1 + . . . + ffija: + а 0 = О 
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имеет целое решение, то это решение должно быть делителем а0. 
Т а к и м образом, один нз путей о т ы с к а н и я целочисленного р е ш е н и я 
состоит в том, чтобы найти все делители а0 и подстановкой проверить , 
какие из них зтювлетворяют у р а в н е н и ю . Е с л и ни одни делитель пе 
подходит, то уравнение не имеет целочисленного р е ш е н и я . Е с л и 
найдется т а к о й делитель , то оп, очевидно, и будет решением. 

Очевидно, что любое дпофаитово неравенство можно представить 
к а к дпофаитово уравнение путем добавления неотрицательной вспо­
могательной переменной. С другой стороны, каждое дпофаитово 
уравнение можно представить к а к два диофантовых неравенства , 
т. е. з аписать уравнение / = g в виде / ^ g и g ^ / . Т а к и м образом, 
проблемы существования и р е ш е н и я систем диофантовых неравенств 
пли у р а в н е н и й тесно с в я з а н ы между собой. 

Н и ж е п р и в о д я т с я примеры того, к а к дпофаитовы у р а в н е н и я 
возникают п р и формулировке и решении задач . 

З а д а ч а . Оптовый торговец получает от изготовителя радиоприем-
п и к и в к о р о б к а х двух типов , в которых содержится разное количе­
ство радиоприемников . К л е р к , ведающий отправкой , о б н а р у ж и л , 
что, п р а в и л ь п о п о д б и р а я количество коробок какого-то одного или 
обоих типов , он может выполнить почти любой з а к а з , не в с к р ы в а я 
к о р о б к и . В о з м о ж н ы были в точности шесть вариантов з а к а з о в , д л я 
в ы п о л н е н и я которых приходилось открывать к о р о б к и [21а] . 

С некоторого времени изготовитель перестал использовать более 
маленькие к о р о б к и и перешел на у п а к о в к у нового размера . К л е р к 
подсчитал , что в этом случае в о з м о ж н ы десять видов з а к а з о в , д л я 
в ы п о л н е н и я которых надо распаковывать к о р о б к и . Сколько радио­
приемников содержится в коробке нового размера? 

Решение. Е с л и (т, п) = 1 , то количество положительных чисел , 
которые не могут быть представлены в виде Am + Вп, где А и В — 
неотрицательные целые числа , равно {т — 1) (п — 1)/2. Кроме того, 
значение к а ж д о г о такого целого числа меньше, чем (т — 1) (?г — 1). 

Пусть а — количество радиоприемников в м а л е н ь к о й коробке , 
b — количество радиоприемников в большой коробке , с — количе­
ство радиоприемников в коробке нового типа , которой заменили 
меньшую к о р о б к у . П о л у ч а е м (а — 1) (Ь — 1)/2 = 6 и (с — 1) х 
X (Ь — 1)/2 = 10. Следовательно, 5 (а — 1) = 3 (с — 1), и л и 5а — 
— Зс = 2. Т о л ь к о одпо решение дает соответствующее целое значе­
ние Ъ, которое я в л я е т с я целым п о л о ж и т е л ь н ы м числом, большим а. 
Это единственное решение имеет вид а = 4, с — 6, b = 5. Т а к и м 
образом, в к о р о б к у нового типа входит шесть радиоприемников . 
П р и использовапин коробок исходного типа с ч е т ы р ь м я и пятью 
п р и е м н и к а м и к л е р к не мог о т п р а в л я т ь , ие р а с п а к о в ы в а я коробки , 
1, 2, 3, 6, 7 и л и 11 радиоприемников . П р и использовании коробок 
с п я т ь ю и шестью р а д и о п р и е м н и к а м и он ие мог о т п р а в л я т ь , не 
р а с п а к о в ы в а я коробки , 1, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 13, 14 и 19 радиоприем­
н и к о в . 

12* 
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З а д а ч а . Рассмотрим фиг. 4 .1 , на которой и з о б р а ж е н ы т р и к р у г а 
с р а з н ы м и целочисленными диаметрами [18]. В сумме эти три диа­

метра р а в н ы диаметру большого к р у г а , 
на котором р а с п о л о ж е н ы все т р и центра . 
Н а й д и т е диаметры трех меньших к р у г о в 
п р и у с л о в и и , что нх п л о щ а д и в сумме 
составляют половину п л о щ а д и большого 
к р у г а , диаметр которого равен 2г. 

Решение. Пусть х, у, z — искомые диа­
метры, тогда 

а-' + У + z = 2г, 

(x + y + z)* 
Ф п г. 4 . 1 . 

O l О і О X^ + y+Z": 

Совместное решение этой системы дает 

х = /- У і ± і Л + 4 ( / — z) ^ 

• У г ± У г + 4 ( г — z)j 2 

2 

откуда п р и любом данном г после выбора целого неотрицательного s 
можно получить неотрицательные целые з н а ч е н и я д л я х и у. Т а к , 
п р и г = 13 и z = 1 получаем а; = 9 и у = IG. 

У п р а ж н е н и е 4.4. Н а й д и т е положительные целые числа х, у, z, 
которые м а к с и м и з и р у ю т х2 -\- у2 + s3 при ограничении х -f- у -)- z = 
= а, где а — данное положительное целое число . 

З а д а ч а . А в и а к о м п а н и я покупает самолеты типа Б о и н г 707 по 
цене 6 млн . д о л л . , Б о и н г 727 по 4 млн . долл . и К а р а в е л л а по 
1 м л п . д о л л . Сколько самолетов к а ж д о г о типа к у п и л а к о м п а н и я , 
если она у п л а т и л а всего 40 м л н . долл . за 20 самолетов , причем б ы л и 
к у п л е н ы самолеты всех типов? 

Е с л и X, у, z означают количества самолетов к а ж д о г о типа , то 
т р е б у е т с я н а й т и целые неотрицательные х, у, z, которые удовлетво­
р я ю т системе у р а в н е н и й 

X + у + z = 20, 

6ж + 4у + z = 40. 

У п р а ж н е н и е 4 .5 . Сформулируйте на я зыке алгебры следующую 
задачу [35]. 

Т р и н а д ц а т ь пиратов добыли некоторое количество золотых монет. 
Они попытались разделить их поровну , но о к а з а л о с ь , что остается 
8 ш т у к . К о г д а они снова стали поровну делить монеты, после того 
к а к у м е р л и от оспы два пирата , о к а з а л о с ь , что остается 3 монеты. 
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Потом в перестрелке погибли еще 3 пирата , ио когда 8 пиратов стали 
делить монеты, о к а з а л о с ь , что остается 5 монет. Сколько всего было 
монет ? 

Указание. Получите соотношение вида 13х -Ь 8 = Hz/ + 3 = 
= 8z + 5 и сведите его к паре у р а в н е н и й іох — 11 г/ = —5, 11 г/ — 
- 8z = 2. 

Упражнение 4 .6 . Н а й д и т е д л и н ы сторон всех п р я м о у г о л ь н ы х 
т р е у г о л ь н и к о в с целочисленными сторонами, п л о щ а д и которых чис­
ленно р а в н ы периметру . 

П р о в е р ь т е , что эта задача сводится к следующей системе у р а в ­
нений: 

X i-y + z, 

X2 + iß. 

4.3. Линейные дпофантовы уравнения [22] 

Приведенные ниже у р а в н е н и я определяют у с л о в и я , п р и которых 
у р а в н е н и я и л и системы линейных у р а в н е н и й р а з р е ш и м ы в ц е л ы х , 
не обязательно п о л о ж и т е л ь н ы х ч и с л а х . 

Теорема 4 . 1 . Необходимое и достаточное условие разрешимости 
в целых числах линейного уравнения 

п 
У, ajXj = b, 

3=1 

где aj (/ = 1, . . ., п) и Ъ — целые числа, состоит в том, что наи­
больший общий делитель (alt . . ., ап) чисел аг, • • ., ап делит Ь. 

Доказательство. Пусть d — н а и б о л ь ш и й общий делитель аг, . . . 
. . ., ап. Б у д е м считать , что b ^ О, так к а к , если b < 0, м о ж н о у мно ­
ж и т ь обе части у р а в н е н и я па — 1 . 

Д о к а ж е м сначала , что теорема справедлива п р и b = d. В ходе 
доказательства придем к выводу , что существование целочисленных 
р е ш е н и й невозможно п р и b < d. Н а к о н е ц , дадим д о к а з а т е л ь с т в о 
д л я b > d. И т а к , п р е д п о л о ж и м с н а ч а л а , что b = d. 

Рассмотрим множество 5 всех целых чисел вида 

агхг + а2х2 + • • • -f- Ѵ л . (4.1) 

где хг, . . ., хп принимают всевозможные целочисленные значения : 
п о л о ж и т е л ь н ы е , отрицательные и н у л е в ы е . Суммы п разности т а к и х 
чисел т а к ж е входят в S. Ч и с л а аг, ., ап тоже п р и н а д л е ж а т S. 
Н а и б о л ь ш и й общий делитель всех п р и н а д л е ж а щ и х S чисел р а в е н d. 
Это следует из того, что d д елит все эти числа , а ни одно число , боль­
шее d, ие делит их , т ак к а к тогда оно делило бы т а к ж е ап, 
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поэтому н а и б о л ь ш и й общий делитель ие может быть больше d. 
Е с л и s — наименьшее н а т у р а л ь н о е число в S и если s — любое 
другое число в б1, то можно записать s = sq -+- 7-, где g и г — целые 
числа и Тогда 7 -—sq и, следовательно , ?• т а к ж е п р и ­

н а д л е ж а т S. Т а к к а к г < s, следует п о л о ж и т ь г — 0 и тогда к а ж д о е 
число в S кратно s. Такпм образом, s делит аѵ . . ., ап. По пред­
п о л о ж е н и ю d п р и н а д л е ж и т S и, следовательно , s делит d, и л и s ^ d. 
Н о неравенство d > s невозможно , так к а к d делит s. Поэтому d = s. 
Т а к к а к 

s = йуХу + . . . - ) - апхп, 

у р а в н е н и е разрешимо в целых ч и с л а х п р и Ъ = d; в этом случае 
доказательство закончено . 

П р е д п о л о ж и м теперь , что Ъ > d. Т а к к а к d делит Ъ, получаем 
b = kd, где к — целое число . П о с к о л ь к у у р а в н е н и е аххх + • • • 
. . . + апхп = d разрешимо в целых ч и с л а х , то у р а в н е н и е , полу­
ченное из него умножением обеих частей на к, т а к ж е ра зре ш и мо 
в целых ч и с л а х . Обратное утверждение следует из того, что , к а к 
п о к а з а н о выше, любое целое значение агхх + . . . + апхп должно 
делиться на d. 

Упражнение 4 .7. П о к а ж и т е , что уравнение 

2х + 6г/ = 9 

неразрешимо в целых ч и с л а х . 

Теорема 4 .2 . Система независимых линейных уравнений 

п 
У, aijXj = bi, г = 1, . • ., m, 

j=i 

с целочисленными коэффициентами и целочисленными Ь £ (і = 1, . . ., 7ті), 
имеет целочисленное решение х = (хг, . . ., хп) тогда и только тогда, 
когда наибольший общий делитель всех определителей т-го порядка 
матрицы коэффициентов (а^) равен наибольшему общему делителю 
всех определителей т-го порядка расширенной матрицы. 

Упражнение 4 .8, П о к а ж и т е , что система у р а в н е н и й 

19х + №у + 7 z + 3 = О, 
5х + 2у + 2z + 1 = О 

не имеет целочисленного р е ш е н и я , х о т я к а ж д о е у р а в п е н п е в отдель­
ности разрешимо в целых ч и с л а х . Обратите внимание , что одно из 
у р а в н е н и й системы можно заменить иа у р а в н е н и е За;-)- 6г/ — 1 = О, 
которое не имеет целочисленного р е ш е н и я . 
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В качестве простой геометрической и л л ю с т р а ц и и идеи р а з р е ш и ­
мости в неотрицательных целых ч и с л а х рассмотрим следующую 
з а д а ч у : 

З а д а ч а . Т р е б у е т с я найти неотрицательные целые числа Xj, j = 
= 1, . . ., п, т акие , что 

n 

2 djXj = шах 
з'=і 

п р и ограничении 

п 

S bjXj = C. 
3=1 

З а м е т и м , что если знак равенства заменить з н а к о м неравенства , 
то задача н а з ы в а е т с я задачей об у п а к о в к е р а н ц а (она о б с у ж д а е т с я 
в г л . 5). Ч т о б ы существовало целочисленное решение этой задачи 
(ие обязательно положительное ) , необходимо и достаточно, чтобы 
С делилось на н а и б о л ь ш и й общий делитель {Ь,-}, / = 1, . . ., п. 
Д л я с у щ е с т в о в а н и я положительного целочисленного р е ш е н и я необ­
ходимо, н а п р и м е р , чтобы дополнительно в ы п о л н я л о с ь условие С ^ 

71 

^ 2 bj- Ч т о б ы существовало неотрицательное решение , необходимо 
3=1 

выполнение у с л о в и я С ^ 2 р 0 j - Однако эти у с л о в и я не я в л я ю т с я 

достаточными. 
Геометрически эта задача сводится к отысканию вектора с неотри­

ц а т е л ь н ы м и целыми компонентами, такого , что ах = ш а х и Ъх = С. 
Приведем ограничение (которое определяет гиперплоскость в 71-мер­
ном пространстве) к канонической форме, разделив его на | Ъ \ = 

п 

(2 frj)1''2' модуль Ь. В этом случае Ы\ Ъ \ определяет н а п р а в -
3=1 

л я ю щ и е косинусы, и само Ъ ортогонально к гиперплоскости . Р а с с т о я ­
ние от н а ч а л а координат до этой гиперплоскости равно СІ\Ъ |. 
Все векторы х в гиперплоскости имеют одну и ту ж е п р о е к ц и ю на 
вектор Ъ, д л и н а которой р а в н а СІ\Ъ \. З а д а ч а состоит в том, чтобы 
н а й т и вектор х, н а п р а в л е н н ы й из н а ч а л а координат в некоторую 
точку с целочисленными координатами , л е ж а щ у ю на гиперплоскости 
Ъх — С, который п р и н а д л е ж и т т а к ж е г и п е р п л о с к о с т и ах/1 а | = 
= Ml\ а I (где M — н е к о т о р а я константа) , т а к о й , что расстояние 
до последней гиперплоскости от н а ч а л а координат , равное МІ\ а |, 
м а к с и м а л ь н о . Заметим, что , вообще г о в о р я , решение н а х о д и т с я в той 
части гиперплоскости Ъх — С, к о т о р а я вместе с координатными 
п л о с к о с т я м и определяет (п + 1)-мерный симплекс . Т а к и м образом, 
решение находится в ограниченной области . 
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Метод непрерывных дробей [16, 26] 

Одним из методов р е ш е н и я линейных н некоторых нелинейных 
диофантовых у р а в н е н и й я в л я е т с я метод непрерывных дробей . 

П о н я т и е о непрерывных дробях дает следующий п р и м е р : 

7 1-Г- 7 ^ Т - 7 / 5 ^ 1+2/5 ., , J_ 
5/2 

= 4 + і :4-

' 1 + 1 

Т а к о е представление н а з ы в а е т с я непрерывной дробью 1 ) . В ком­
п а к т н о й форме последнее в ы р а ж е н и е можно записать в виде 

1 1 1 
4 + р - ^ - j - j - j - j - . Очевидно, что непрерывные дроби могут быть 
п конечными и бесконечными. В последнем случае они н а з ы в а ю т с я 
бесконечными непрерывными дробями. 

В общем случае если записать непрерывную дробь в виде 
_J 1 1 _ 

то дроби, которые п о л у ч а ю т с я п р п в з я т и и первого члена , первых 
д в у х членов , первых трех членов п т. д . , н а з ы в а ю т с я подходящими 
дробями непрерывной дроби. Они задаются в ы р а ж е н и я м и 

. 1 1 

ПЛИ 

ai а і а 2 + 1 аз (а:а 2 + 1) + Ді 
1 ' в 2 ' а 3 а 2 + 1 ' " ' ' ' 

которые можно просто обозначить с х , с 2 , с 3 , . . ., с„. Е с л и в в е с т и 
обозначения сп_2. = pn-i/qn-i и c n = pn/qn, то по и н д у к ц и и м о ж н о 
п о к а з а т ь , что 

Кроме того, 

pnqn-i~ qnPn-i = ( — l ) n . 

Многие диофантовы у р а в п е н и я можно решить методом н е п р е р ы в н ы х 
дробей . Однако здесь невозможно достаточно подробно описать все 
с л у ч а и и с п о л ь з о в а н и я этого метода. Т о л ь к о на примере будет п о к а ­
з а н о , к а к он п р и м е н я е т с я . Рассмотрим у р а в н е н и е 

ах — ss 1 

1 ) Теория непрерывных, или ценных, дробей в доступной и строгой форме 
изложена в книге [39*].— Прим. ред. 
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и предположим, что a / ß р а з л а г а е т с я в непрерывную дробь я 3 , . . ., ап 

с подходящими дробями Cj, . . ., с„. Теперь рп = а и qn = ß, и, сле ­
довательно , aqn _ х — ß p n - i = ( — ! ) " • Е с л и ??, — ч е т н о е , т. е. если 
существует четное количество величин а, то (—1)" = 1, п частное 
решение рассматриваемого у р а в н е н и я имеет вид х = qn-\, У = Рп-і-
Е с л и п — нечетное, то (—1)" = — 1 , и неполное частное р а з л о ж е н и е 
может быть модифицировано путем замеиы 

пли замены 

на г-т, если ап = 1. 
О„_І + 1/О„ а„_і + 1' 

В обоих с л у ч а я х п о л у ч а е т с я четное число частных отношений. П е р е ­
с ч и т ы в а я рп-х и tfn-u находим 

Щп-1 — $Рп-1 = 1-

Ч т о б ы н а й т и общее решение , вычтем — ßi/ = 1 пз ах — ßz/ = 1. 
В результате получим 

a (я — ж) = ß (у — у). 

Т а к к а к а и ß взаимно просты, ß д о л ж н о делить х — х, т. е. х — х = 
= ßJ, ИЛИ X = X + ß£. Аналогично г/ = у + a i , г = 0, ± 1 , ± 2 , . . 
что дает общее решение . 

У п р а ж н е н и е 4.9. П о к а ж и т е , что общее решение у р а в н е н и я 
ах — f>y — V может быть з а п и с а н о в виде х = сх + ß£, у = су + at, 
где X, у — ч а с т н ы е р е ш е н и я у р а в н е н и я ах — $у = 1. 

Метод наименьшего коэффициента для решения линейных уравнений 
Метод наименьшего коэффициента состоит в последовательном 

и с к л ю ч е н и и одной из неизвестных. В п р о ш л о м он и с п о л ь з о в а л с я 
д л я п о л у ч е н и я неотрицательных решений систем. С р а з р а б о т к о й 
этого метода с в я з а н ы имена Эйлера и Сильвестра . 

Ч т о б ы п р о и л л ю с т р и р о в а т ь применение этого метода, рассмотрим 
у р а в н е н и е 

Их + Зу = 23. 

Сначала , р е ш а я его относительно переменной у, так к а к у нее н а и ­
меньший коэффициент, получаем 

23—-Іія г, о i 2 — 2іХ „ г, , , 
у = — з — = 7 — Ъх-\ — = 7 — Зх +1, 

где t = (2 — 2х)/3 и л и 3t -f- 2ж = 2. П о с к о л ь к у ж и г / д о л ж н ы быть 
ц е л ы м и ч и с л а м и , £ тоже д о л ж н о быть ц е л ы м числом. 
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Последнее у р а в н е н и е р а з р е ш и м относительно переменной х, так 
к а к у нее н а и м е н ь ш и й коэффициент . В результате получим 

2 — 3* . . t. . ^ x = —^— = i — t — = 1 — t — и, 

где и = t/2, пли it = 2м. Т а к к а к x n t д о л ж н ы быть целыми числами , 
и тоже д о л ж н о быть ц е л ы м числом. 

Пусть теперь и — целое число , тогда t = 2и и, следовательно , 
t — тоже целое число . Отсюда х н у имеют впд 

x = 1 — Зи, 
у = 4 + Ни. 

Т а к и м образом, п р и д а в а я и целые з н а ч е н и я 0, ± 1 , ± 2 , . . ., 
п о л у ч и м всевозможные целочисленные з н а ч е н и я х и у, которые 
у д о в л е т в о р я ю т у р а в н е н и ю . Требование п о л о ж и т е л ь н о с т и х и у 
влечет за собой условие 1 — Зи > 0; 4 + Ни > 0, т. е. —4/11 < и<С 
< 1/3. Это дает единственное целочисленное решение и = 0 и, сле­
довательно , x = 1, у = 4. 

Предыдущие р а с с у ж д е н и я можно слегка модифицировать . Ч т о б ы 
решить уравнение [31] 

3 1 ^ + 14z 3 = 7, 

рассмотрим ч л е н с большим коэффициентом п затем запишем, и с п о л ь ­
з у я коэффициент п р и х2, 

Ъіхх = 7 mod 14. 
Это дает 

Зхх = 7 mod 14, и л и хх = 7 mod 14. 

Т а к и м образом, 

хх = 7 + Ш , 

и подстановка в у р а в н е н и е дает 
хг = —15 — 31г. 

К а к и ранее , п р и д а в а я целочисленные з н а ч е н и я t, п о л у ч и м требуемое 
решение . 

Ч т о б ы решить у р а в н е н и е аххх + агхг + а3х3 = Ь, сначала решим 
а3х3 s= b mod dx, где dx = (ах, а2) — н а и б о л ь ш и й общий делитель ах 

и ß 2 . П р и этом вводится п а р а м е т р tx и соотношение х3 = х3 + dtx, 
где d — (dj, а3). Затем этот р е з у л ь т а т использз>-ется в у р а в н е н и и 
и вводится второй целочисленный п а р а м е т р і 2 , соответствующий 
t в предыдущем примере . Рассмотрим у р а в н е н и е 20хх -\- ЗАх2 + 
+ 4 0 х 3 + 7 7 я 4 = 127. Т а к к а к (20, 34, 40, 77) = 1, существует ц е л о ­
численное решение . Д а л е е , п о с к о л ь к у (20, 34, 40) = 2, рассмотрим 
уравнение 77а;4 == 127 mod 2, или ж 4 == 1 mod 2. Т а к и м образом, 
х4 = 1 -f- 2tx. П о д с т а в л я я в у р а в н е н и е , получаем 10хх -f- 17;г 2 + 
+ 20агз = 25 — 77^. П о с к о л ь к у (10, 17, 20) = 1, то уравнение р а з -
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р е ш и л о при всех tv В частности, так к а к (10, 17) = 1, можно поло­
ж и т ь х3 = t2 и получить 

10хг + 17х 2 = 25 — 77^ — 20t2. 

Р а с с м а т р и в а я это у р а в н е н и е по mod 10, п о л у ч и м 1х2 = 5 — ltx. 
Чтобы решить это у р а в н е н и е , у м н о ж и м его на 3; п р и этом п о л у ч и м 
х2 = 5 -)- 9f x, т ак к а к —21 = —1 = 9 mod 10. И т а к , х2 = 9іг + 
-f- 10t3 -f- 5. Подстановка в предыдущее у р а в н е н и е дает 

10хг = 25 — 77 і х — 20t2 — 17 (9 i x + 1 0 i 3 + 5). 

Отсюда получаем 

хг = —6 — 2 3 і х — 2t2 — 17 i 3 , 
x2 = 9f x + ІО^з + 5, 
CCg to j 

xt = 1 + 2 i r 

Ч т о б ы н а й т и все неотрицательные целочисленные р е ш е н и я xt, і = 
= 1, . . ., 4, заметим, что из у с л о в и я 4 0 х 3 127 следует , что 
0 •< х3 < ; 3 и, следовательно , 0 •< 12 •< 3. А н а л о г и ч н о из 1 + 2tx ^ 0 
следует , что і х ^ 0. Заметим, что из —6 — 23^ — 17t3 ^ 2t2 выте­
кает , что t3 •< — 1 , иначе п р п tx = 0 л е в а я часть неравенства стано­
вится отрицательной . В целом неравенства tx ^ 0, 0 < ; t2 < : 3, 
—6 — 23ï x — 1 7 i 3 ^ 2t2 определяют область допустимых значений , 
к о т о р а я , к а к мы сейчас п о к а ж е м , я в л я е т с я пустым множеством. 
Из у р а в н е н и я видно, что хі = 0 и л и 1. Е с л и хі = 0, то у р а в н е н и е 
не имеет р е ш е н и я . Е с л и хі = 1, то полученное у р а в н е н и е , очевидно, 
не имеет положительного р е ш е н и я . Т а к и м образом, у р а в н е н и е н е р а з ­
решимо в целых п о л о ж и т е л ь н ы х ч и с л а х . 

У п р а ж н е н и е 4.10. Рассмотрите задачу о п о к у п к е самолетов из 
р а з д . 4.2. И с к л ю ч и т е у, потом х. Получите х = z — 20 + z/2, откуда 
z = 2и д л я некоторого целочисленного и. Т а к и м образом, 

z = 2>и — 20 > 0, 
у = 40 — Ъи > 0, 

z = 2и > 0. 

П о к а ж и т е , что искомое решение имеет вид и = 7, а: = 1, гу = 5, 
z = 14. 

У п р а ж н е н и е 4 . 1 1 . Д о к а ж и т е , что м и н и м а л ь н ы м решением в задаче 
о золотых монетах из разд . 4.2 я в л я ю т с я 333 монеты. 

Ч т о б ы решить в целых ч и с л а х систему линейных диофантовых 
у р а в н е н и й , надо н а й т и все р е ш е н и я первого у р а в н е н и я и подставить 
эти р е ш е н и я (с их параметрами) во второе , затем р е ш и т ь второе 
у р а в н е н и е и подставить решение в третье и т. д. Е с л и требуется 
получить п о л о ж и т е л ь н о е целочисленное решение , то на последнем 
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шаге н а к л а д ы в а е т с я это условие п п р о в е р к а решений^ осуще­
с т в л я е т с я в обратном п о р я д к е . П о л у ч а е т с я весьма г р о м о з д к а я п р о ­
ц е д у р а . Система у р а в н е н и и [32] 

6xt -f- Зх.2 + 2х3 + хі = 20, 
хх - f х2 + і 3 + ж 4 = 10 

имеет следующие решения : (0, 0, 10, 0), (0, 1, 8, 1), (0, 2, 6, 2), 
(0, 3, 4, 3), (0, 4, 2, 4), (0, 5, 0, 5), (1 , 0, 5, 4), ( 1 , 1, 3, 5), ( 1 , 2, 1, 6), 
(2, 0, 0, 8). 

Упражнение 4.12. П о к а ж и т е , что набор (1 , 1, 3, 5) минимизирует 
з 

2 1 %І — ХІ+І I П Р П у с л о в и и , что последние два у р а в н е н и я с л у ж а т 

о г р а н и ч е н и я м и . 

Общее решение. Е с л и линейное дпофаитово у р а в н е н и е [2] 

ff А + • • • + апхп = b 
с целочисленными коэффициентами имеет целочисленное решение , 
то b д о л ж н о д е л и т ь с я на н а и б о л ь ш и й общий делитель dn чисел 
ß j , . . ., ап. Т а к и м образом, b = dnt„, где t„ — произвольное целое 
число . 

Теорема 4.3. Индукцией но п можно показать (см. ниже вывод), 
что общее решение уравнения 

« А + . . . - i - апхп - dntn, п > 2, 
имеет вид 

a n o n _ i az 

„ _ f ш i f

 an . . (n- i : i 4 a n - t „ (n -2) i л di 
•Ь2 — 1 і п - 1 ~П ' ь 2 ~Т '•п-г j ^2 ~ г • • • — ' L\~T~ > 

а п ап~\ ао 

(4-2) 
~ _ * -у(П) , J "і „(77-1 1 f дп_г 

"п-1 

-г _ f ~(п) f

 rfn-l 
^тг — "-П-̂ п '•71-1 3 , 

tt7l 

где . . . , tn — произвольные целые числа; аг = d2 — наибольший 
общий делитель чисел а1 и а , ; . , .; dn — наибольший общий делитель 
чисел ах, . • ., ап; xW, i, j = 1, . . ., п, представляют собой решения 
уравнений 

di = ßi2?j~' - j - a^xi2*, 

d3 = aix\^ + azx£y+a3x™, 

dn = й < Ч й г 4 п ) + • - • + anx™. 
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Метод р е ш е н и я любого у р а в н е н и я из последнего множества у р а в ­
нений основывается иа следующей теореме [37]: 

Теорема 4 .4 . Для любых данных положительных целых чисел 
а-у, . . ., ап наименьшим положительным- числом вида а^х-у + . . . 
. . . + сіпхп (ху, . . ., хп — целые числа) является d — наибольший 
общий делитель Cj, . . ., ап. 

Доказательство. П р е д п о л о ж и м , что 0 < ауХх -\~ . . . + апхп = 
= s Ф d. Т а к к а к d д о л ж н о делить s, х о т я бы один пз коэффициентов 
ак имеет вид ah = qs - j - 7-, 0 < r <С s. Это дает 

ak = q (аххг + . . . + апхп) + г, 
или 

О < ах (—qxy) -ь а2 (—qx2) + . . . + ak (1 — qxh) + . . . 

• • • + ап (—qxn) = r < s. 

П о л о ж и м теперь x) = —qxj, j = 1, . . ., n, j Ф k, n x\ = 1 — qxk 

и будем п р о д о л ж а т ь этот процесс , пока не достигнем d. 
Частичное доказательство теоремы 4.3. Б о н д [2] п о к а з а л , что 

существенным моментом п р и выводе по и н д у к ц и и системы у р а в н е ­
н и й (4.2) я в л я е т с я следующее . Пусть р е з у л ь т а т справедлив п р и 
п = к, к ^ 2. Е с л и z'k+i), . . ., х£+ѵ — решение у р а в н е н и я 

а і х і + • • • ~г « м - А + і = d / i+n 

а хх, . . ., х к + 1 — решение у р а в н е н и я 

а1х1 + • • • + ah+ixk+i = th+idh+n 

где al7 . . . , flft+i, th+1 — ненулевые целые ч и с л а , то 

аЛ {xi — th+1x[k+[)) + . . , + ah+i (xh+i — f f t + 1 4 ' + l ! ) ) = 0. 

Р а з д е л и в это у р а в н е н и е иа dh+1. перенеся последний член левой 
ч а с т и в п р а в у ю часть и заметив , что аг/ак+1, . . ., a f t + 1 / d i , + 1 — взаим­
но просты, приходим к выводу, что последнее у р а в н е н и е имеет место 
тогда и только тогда, когда 

Xk+i — tk+ix\j^ ! = ( — tk) 3 • 
ak+Y 

П р и к а ж д о м выборе целочисленного з н а ч е н и я th по и н д у к ц и и п о л у ­
чаем 

x 2 - t h + i x 2 =tu1^-ix2 + і п - і і ж ^ г 2 

r , /, Т № + 1 ) _ Л °ft + l r ( ' 0 , dh-i/dh + i 
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где 

После перенесения членов , с о д е р ж а щ и х tk+1, вправо и у п р о щ е н и й 
получим хг, . . ., x h + 1 в искомом виде. Л е г к о проверить , что к а ж д ы й 
выбор целых чисел tx, . . ., th дает целочислепиое решение з ф а в и е н и я 
а1х1 + • • • "Г ah+lxh+l = th+idh+i-

П р и м е р . Можно н а ч а т ь с произвольного выбора х(^\ . . ., х^ 
и последовательно в ы б и р а т ь х®, . . ., х® в соответствии с выше­
и з л о ж е н н о й п р о ц е д у р о й до тех пор , пока пе будет получено значе­
ние d и, т а к и м образом, найдено решение днофантова у р а в н е н и я 
с коэффициентами ах, . . ., ап, в п р а в о й части которого стоит d. Эта 
п р о ц е д у р а полезна и п р и отыскании наименьшего общего делителя 
<7Х, . . . , ап. 

П р и и с п о л ь з о в а н и и этого метода д л я о т ы с к а н и я общего р е ш е н и я 
у р а в н е н и я 

Зхх —{- 2х2 -\- х3 - ~ 13 

с н а ч а л а следует использовать его д л я н а х о ж д е н и я наибольшего 
общего д е л и т е л я 3, 2, 1. П о л у ч а е м d3 = 1, откуда t3 = 13. Н у ж н о 
т а к ж е н а й т и н а и б о л ь ш и й общий делитель 3, 2, который равен 1. 
Затем решаем у р а в н е н и я 

Ъх™ + 2х?> = 1, 

Зх1*і + 2хі>і + х<* = 1. 

В ходе этого процесса находим частпые р е ш е н и я 

(х[*\ 4 » ) = ( 1 . - 1 ) , 
(*<», < > , 4 3 ) ) = ( 1 , - 1 , 0 ) . 

Т е п е р ь д л я определения общего р е ш е н и я у р а в н е н и я имеем 

хх = 13 + t2 + 2tx, 
Х2 — —13 — t2 — 3Z-j, 

x3 - t2. 

Ч т о б ы получить неотрицательные целочисленные р е ш е н и я , полагаем 

13 + h + 2*і > 0, 
13 + t2 + 3*! ^ 0, t2 ^ 0. 

Из у с л о в и й 13 -f- t2 ^ —2tx и 13 + t2*C—Зт^ получаем неравенство 
—3tx ^ —2tlt которое справедливо тогда и только тогда , когда 
f ^ O . Т а к и м о б р а з о м , все р е ш е н и я л е ж а т на плоскости tv t2 в т р е ­
у г о л ь н и к е с в е р ш и н а м и (13/3, 0), (—13/2, 0) ц (0, —13). 
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М а к с и м и з а ц и я 8хг + 5х2 + х3 п р и ограничении Зхг + 2х2 + 
-f- а;3 = 13, где xt, і = 1, 2, 3,— неотрицательные целые числа , сво­
дится к следующему: н а х о д я т с я неотрицательные целые чпсла иг и и 2 , 
которые м а к с и м и з и р у ю т 

8 (13 — щ — 2иг) + 5 (—13 + и2 + Зщ) + и , = — u x — 2 u 2 + 39 

п р и о г р а н и ч е н и я х 13 — и2 — 2щ ^ 0, —13 + и2 -|- Зг^ ^ 0, и2 ^ О, 
что представляет собой задачу целочисленного линейного п р о г р а м ­
м и р о в а н и я . Вообще г о в о р я , система нз т^Сп дпофаитовых у р а в н е ­
н и й с п переменными приводит к системе нз тп неравенств с (п — 1) 
переменными. Решенпе исходной системы в неотрицательных целых 
ч и с л а х может быть получено , еслп соответствующая система нера­
венств р е ш а е т с я в целых ч и с л а х . 

4.4. Н е к о т о р ы е нелинейные у р а в н е н и я 

П о к а ж е м , что у р а в н е н и е [19] 

я 2 + у2 = 2 2 

имеет бесконечно много решений в целых ч и с л а х . Можно п р и н я т ь , 
что X, у, z — попарно взаимно просты, т ак к а к , если это ие т а к 
и d — их н а и б о л ь ш и й общий делитель , можно поделить все члены 
у р а в н е н и я на d2, и добиться желаемого у с л о в и я . Т а к и м образом, 
два члена соотношения д о л ж н ы быть нечетными. П о к а ж е м с н а ч а л а , 
что этой п а р о й не могут быть х и у. Е с л п п е р е м е н н а я х — нечетная , 
то X == 1 и л и 3 по модулю 4 п, следовательно , х% = 1 по модулю 4. 
Аналогично если п е р е м е н н а я у нечетная , то у2 = 1 mod 4 и, следова­
тельно , X2 + у2 = 2 mod 4. Н о х2 + у2 = s2, тогда к а к д л я к а ж д о г о 
целого z имеем z 2 = 0 и л и 1 mod 4. Т а к и м образом , либо х, либо у 
я в л я е т с я нечетной, н а п р и м е р у — нечетная , а х — ч е т н а я . И т а к , 

X2 = At2 = z 2 - у2 = (z - у) (z + у). 

Т е п е р ь члеиы (z — у) и (z + у) имеют н а и б о л ь ш и й общий делитель , 
р а в н ы й 2. Т а к и м образом, следует з аписать 

z — у = 2т2, 
z + у = 2?і 2, 

чтобы X2 было к в а д р а т о м п р о и з в е д е н и я ц е л ы х чисел . Тогда х будет 
ц е л ы м числом. 

И т а к , z = m2 + n2, у = n2 — m2 я х = 2тп. Целые числа m и п 
н а з ы в а ю т с я задающими числами треугольника. Общее решение 
задается соотношениями 

X = 2ктп, 
у = к (п2 — m2), m — п == 1 mod 2, 

z = к (m2 + и2), 
где к — произвольное целое число . 
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Рассмотрим теперь п о л о ж и т е л ь н ы е целочисленные р е ш е н и я у р а в ­
н е н и я аь = Ьа [341. Заметим с н а ч а л а , что 

< 1/3, п>2. 

Последнее неравенство следует пз рассмотрения первых трех членов 
р а з л о ж е н и я (1 + 2 ) п , т. е. 

3" = (1 + 2)п > 1 + «2 + п { а ~ і ] 2 2 = (1 + 2 н + и * ) +п (я - 2) > (п +1)2. 

Следовательно , Уп + 1 < V 3. Т а к и м образом, д л я ?г ^ 1 един­
ственное целочисленное значение у ' к + 1 равно 2. П р е д п о л о ж и м , 
что а > fe; тогда, п о с к о л ь к у я ь = 6", 

Т а к к а к а и 6 — целые числа , /jte/b)-1 т а к ж е должно быть целым 
числом, которое обозначим через п и з апишем а = /гЬ. Т а к и м обра­
зом, {nb)b — (bn)b, откуда следует пЬ = Ьп п л и b = п - у Л г . И т а к , 
чтобы b было целым числом, ввиду изложенного выше должно выпол­
н я т ь с я равенство л — 1 = 1, пли п = 2, откуда b = 2 и а = 4. 
Поэтому, если а Ф Ь, положительные целочисленные р е ш е н и я имеют 
вид а = 4, b = 2 пли а = 2, 6 = 4. 

Исследуем теперь вопрос о существовании положительного цело­
численного р е ш е н и я квадратичной формы с д в у м я переменными [16): 

(1цх\ -f- 2аігх1х2 + а 2 2 ^ 2 + 2а 1ж 1 + 2a2xz + « 3 = 0, 
шесть коэффициентов которой я в л я ю т с я целыми числами . 

Р а з р е ш и в это у р а в н е н и е относительно хг, получим 

Я ц З - І ~ Г ^12^2 "Г a l = 

= ± [ К 2

2 — Я ц ^ г г ) ъ\ + 2 ( а і г о і — а ц а г ) ( a î — я и Я з ) ] 1 / 2 -

Чтобы существовали п о л о ж и т е л ь н ы е целочисленные з н а ч е н и я д л я 
хх и х2, дискриминант д о л ж е н быть полным квадратом , т. е. он д о л ж е н 
иметь вид 

рх\ + 2qx„ - j - r = у2, 

где у — переменная . Р е ш а я это у р а в н е н и е относительно х2, получаем 

№ + q = ± / g 2 — рг + ру2• 
У с л о в и е , что дискриминант д о л ж е н быть полным квадратом , п р и в о ­
дит к у р а в н е н и ю 

x2 — ру2 .= q2 — рг, 
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где X — п е р е м е н н а я , которое надо р а з р е ш и т ь в целых ч и с л а х . Это 
уравнение можно переписать в виде 

X2 ± Nif = ±а, 

где N я а — п о л о ж и т е л ь н ы е целые ч и с л а . У р а в н е н и е 

хй - Nif = ± 1 

я в л я е т с я , конечно, уравнением П е л л я . 

Замечание. Е с л и а п , а 2 2 и а12 — все п о л о ж и т е л ь н ы е , то д л я 
больших хг и х2 к в а д р а т н ы й член я в л я е т с я д о м и н и р у ю щ и м и, следо­
вательно , л е в а я часть у р а в н е н и я не может обратиться в н у л ь . Отсюда 
вытекает , что число п о л о ж и т е л ь н ы х целочисленных решений 
конечно 

Упражнение 4.13. П о к а ж и т е , что если alz — апа22 < 0, то число 
целочисленных решений конечно . 

Упражнение 4.14. П о к а ж и т е , что у р а в н е н и е х2 + Nf = — а 
не имеет действительных решений , а у р а в н е н и е х1 -f- Ny2 = а имеет 
конечное число решений. 

Н а с интересует уравнение 

X2 — Nif = ±а. 

Е с л и N = М'1 — полный к в а д р а т , то у р а в н е н и е х2 — М2у2 = а 
можно представить в виде (х + My) (х — My) = а. Е с л п а = fj2, 
h > / а ' т 0 п о л о ж и м X -j- My = flt х — My = f2. Т а к и м образом, 
целочисленные р е ш е н и я , если они существуют, п о л у ч а ю т с я путем 
р а з л и ч н ы х ф а к т о р и з а ц и и а. 

Упражнение 4.15. П о к а ж и т е , что у р а в н е н и е х°- — у- = 60 имеет 
р е ш е н и я (х, у), равные (8, 2) и (16, 14). 

Случай , когда ІѴ не я в л я е т с я полным квадратом , более с л о ж е н . 
Ч и т а т е л я м , которых интересует этот вопрос , следует обратиться 
к специальной литературе , 

Пример. Объекты некоторого множества р а с п о л о ж е н ы т а к , что 
они образуют п р а в и л ь н ы й т р е у г о л ь н и к : один объект р а с п о л о ж е н 
в вершине , за ним на двух сторонах т р е у г о л ь н и к а 
р а с п о л о ж е н ы еще два объекта , за ними еще т р и 
объекта на одном уровне и т. д. до N объектов 
(фиг. 4.2). Объекты этого множества можно перера ­
спределить так , что они будут образовывать два 
идентичных п р а в и л ь н ы х т р е у г о л ь н и к а . Найдите 
точное число объектов , если их количество в п е р ­
вом т р е у г о л ь н и к е ие менее 1000 и ие более 10 000. 

Решение. В первом т р е у г о л ь н и к е имеется S = N (A7 -J- 1)/2 
объектов , а во втором и третьем — по M (M -f- 1)/2. Получаем 

1 3 - 0 1 0 3 7 
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уравнение [13] 
N(N + i) _ 2М(М+І) , 

2 — 2 ' 
И з л о ж и м один пз методов р е ш е н и я этого у р а в н е н и я . После допол­
н е н и я до полного к в а д р а т а обеих частей равенства н у п р о щ е н и й 
получаем 

(2N + 1) а - 2 {2М + I ) 2 = - 2 . 

Е с л и подставить х = 2N + 1, у = 2М -\~ 1, то уравнение п р и н и ­
мает простой вид: 

X* — 2і/ = - 2 . 

(Этим уравнением мы не будем п о л ь з о в а т ь с я в дальнейшем. ) Р а з р е ш и в 
относительно N у р а в н е н и е второй степени (4.3), получим 

2/Ѵ = — 1 ± ] / 1 + 8М {М т- 1). 

Пусть M = N — к, тогда уравнение принимает вид 

2N = 4/с - 1 ± l A l + 8fca. (4.4) 

Следовательно , 1 - L 8/Ѵ2 д о л ж н о быть полным квадратом . Заметим, 
что = 1 дает N — 0 и л и ІѴ = 3, н полное число объектов равно 
шестп; их можно разделить на два т р е у г о л ь н и к а по три объекта 
в к а ж д о м . Д л я произвольного к обозначим через Р меньшее пз двух 
з н а ч е н и й Л г , а через Q — большее . Е с л и подставить в у р а в н е н и е (4.4) 
Q вместо N и упростить , то п о л у ч и т с я у р а в н е н и е второй степени 
относительно к: 

8к- - 8к (1 + 2Q) + AQ (Q + 1) = 0. 

Т а к и м образом, Q дает два з н а ч е н и я к, кг и к2, причем кг < к.г. 
Т е п е р ь д л я к а ж д о г о пз этих д в у х значений к получаем соответ­
ствующие Р и Q, но две из четырех этих величии совпадают, т ак к а к 
д л я п о л у ч е н и я кг и к2 использовалось данное значение Q. Одно пз 
этих двух р а в н ы х значений соответствует Q в случае kL и Р в случае 
к2. Теперь значение Q, соответствующее к2, снова используем д л я 
п о л у ч е н и я двух значений к, одним из которых будет к2, а другим — 
новое к3 > к2 п т. д. 

П о л у ч а е м следующие р е к у р р е н т н ы е соотношения : 

2Ç,- = 4A — 1 — VT+ffî, 

2/> £ + 1 = 4 Ä - 1 + / 1 + 8Ä"2, 
Q. + р. = 4Ä - 1. 

Последнее соотношение представляет собой сумму двух к о р н е й 
[см. у р а в н е н и е (4.4)] и дает возможность переходить от JP к Q, соот­
ветствующему т а к о м у ж е значению к. Заметим, что если один пз 
к о р н е й кг — целое ч и с л о , то к2 тоже будет целым числом, так к а к 
кг -f- к2 = 1 + 2Q — целое число . 
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Н а ч н е м с к = 1. И с п о л ь з у я формулу (4.4), получаем Рх — О, 
Qx = 3 и Sx = 6, где — полное число объектов , вычисленное д л я 
/с;, £ = 1, 2, . . . . Т е п е р ь (/\ = Р 2 = 3 и 5 2 = 6, т а к к а к кг -f- fc2 = 
= 1 -f- 2Ç . П р и /с2 = 6 п о л у ч а е м Qz = 20, так к а к Рг -f- Со = 
= 4/с 2 — 1, откуда £ 2 = 210. Н а к о н е ц , к3 = 35, Ç 3 = 119 и S-s — 
= 7140, что и дает искомый ответ. 

И з соотношения 

ài — g 

п о л у ч а е т с я п о л е з н а я формула 

St = kiki+j. 

Кроме того, из равенств 

кі + кі+1 = 1 + 2Qt, 

Qt+i + Qi= 4 f c i + 1 - 1 
имеем 

ki+2 — 6ki+1 -+• kt = 0, (4.5) 

где k0 = 0, kx = 1 . Это п о з в о л я е т и з б е ж а т ь непосредственного вычис­
л е н и я Pi и Qi. Кроме того , а , + 1 / с х г —У 3 -\- 2 У~2 п р и і —>- оо и, сле ­
довательно , Si+JSi 17 -f- 12 У~2. 

Вышеприведенное решение я в л я е т с я единственным, так к а к при 
любом N в у р а в н е н и и (4.3) т р е б у е т с я отыскивать з н а ч е н и я к; п р и 
помощи у р а в н е н и я (4.5) получаем наименьшее положительное к0, 
которое необходимо равно н у л ю . 

4.5. О п т и м и з а ц и я при диофантовых ограничениях 

До сих пор известно немного общпх методов р е ш е н и я диофанто­
вых у р а в н е н и й и естественно поэтому использовать и м е ю щ у ю с я 
в р а с п о р я ж е н и и информацию п р и решении соответствующих з а д а ч 
о п т и м и з а ц и и с о г р а н и ч е н и я м и . Н а п р и м е р , известно, что общее 
целочисленное решение (не обязательно неотрицательное) у р а в ­
н е н и я 

ах + ßy = у 
имеет вид 

где {х, у) — частное решение и (а , ß) — н а и б о л ь ш и й общий дели­
тель а и ß. 

Моя%"ет в о з н и к н у т ь необходимость о т ы с к а н и я з н а ч е н и я t, которое 
минимизирует 

/ {х, у) = схх2 + с2р2 clt с 3 > 0, 

13* 
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п р и у с л о в и и , что приведенное выше у р а в н е н и е с л у ж и т ограниче­
нием. Подстановка х н г/, в ы р а ж е н н ы х через t, приводит к у р а в н е ­
нию второй степени относительно t. Можно использовать методы 
математического а н а л и з а и затем в з я т ь б л и ж а й ш е е целое значение t. 
Ввиду в ы п у к л о с т и / (х, у) этот метод пригоден д л я о т ы с к а н и я мини­
мума . 

Н и ж е приводится несколько задач , п р е д с т а в л я ю щ и х теоретиче­
с к и й и п р а к т и ч е с к и й интерес , которые л е г к о ф о р м у л и р у ю т с я , но 
общие р е ш е н и я которых до сих пор не известны: 

1. Пусть дано положительное целое число С. Н а й т и р а з л о ж е н и е 
на положительные целочисленные слагаемые 

п 

такое , что наименьшее общее кратное чисел х1: . . ., хп м а к с и м а л ь н о . 
Е с л п р х , . . ., ps — все простые ч и с л а , которые встречаются 

в р а з л о ж е н и я х хх, . . ., хп, и 

X j = pf іі . . . pfsJ, 7 = 1, . . . , n, 

то наименьшее общее кратное а^, . . ., хп имеет вид 

L •= pfipf* . . . pf s, 
где 

а ; = max ( a u , . . ., a / n ) , 7 = 1, . . ., s. 

2. С л е д у ю щ а я задача в о з н и к л а при из уч ен и и с т р у к т у р ы теле­
фонной с в я з и [32]: минимизировать в п о л о ж п т е л ь п ы х целых числах 
нелинейное в ы р а ж е н и е 

71 

2 \ х і — ХІ-І I 
І=2 

п р и ограничениях 
77. 71 

2 Xj — C и 2 cijXj = Ci, 

3=1 3=1 

где целые числа С и Сг у д о в л е т в о р я ю т условию 

С ^ Сх <^ аС 

п р и даиномчетном целом числе а п где п о л о ж и т е л ь н ы е целые коэффи­
ц и е н т ы CCJ, j = 1, . . -, 77, делят а . Точное решение этой з а д а ч и ие 
известно , но британское правительственное издательство о п у б л и к о ­
в а л о обширные таблицы. Однако Р . Спеки у к а з а л , что в т а б л и ц а х 
не п р и в о д я т с я иеедішствеиные р е ш е н и я . 

3. Е с л и Xj — m0jfmij — отношение исходной массы к з а г р у з к е 
j ' -й ступени 7г-ступенчатой р а к е т ы н cij = m 0 J-/m 2j-, где m2j — масса 
j - й ступени без топлива , то п р и к о н с т р у и р о в а н и и р а к е т возникает 
з а д а ч а определения неотрицательных целых чисел xj, j = 1, . . ., n, 
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которые м и н и м и з и р у ю т JJ Xj при ограничении 
5=1 

log ff -JEL- = С, 
° 11 aj + XJ ' 5 = 1 

где cij, i = 1, , . ., n и С з а д а н ы . 

У п р а ж н е н и е 4.16. Н а й д и т е целые числа х, у, z (положительные 
и л и отрицательные) , которые удовлетворяют у р а в н е н и ю 

± - ^ + 2 у = 11 

и максимизируют 

I X I 10 2 + I у I 10 -!- I z |. 

Ответ: х = 9, у — 9, z = —8 и максимальное значение равно 998. 

У п р а ж н е н и е 4.17. Е с л и х и у — целые числа , может л и быть 
целым числом (х/у -f- у/х)? 

Указание. Е с л и х/у -f- zy/a; = k — целое число , то х2 + у2 = кху, 
X2 = у (кх —• у); т а к и м образом , у делит х2, что возможно , если 
только у = ±х. Т а к и м образом , сумма может быть р а в н а 2 или —2. 

Известно несколько критериев п о л у ч е н и я неотрицательного ц е л о ­
численного р е ш е н и я в н е л и н е й н ы х задачах оптимизации п р и н а л и ­
ч и и ограничений . П о л е з н ы й к р и т е р и й , который будет и з л о ж е н н п ж е , 
п р и н а д л е ж и т О. Гроссу [15]. 

Теорема 4.5 . Необходимое и достаточное условие того, что вектор 
с неотрицательными целочисленными компонентами X — (хг, . . ., хп) 
минимизирует выражение 

п 

S Vi (xj), (4.6) 
5 = 1 

где cpj, 7 = 1 , . . ., n,— выпуклые функции, при ограничении 

п 
S Xj = m, (4.7) 
5 = 1 

где m — заданное положительное целое число, состоит в том,, что 

т І П [ф; (Ж,+ 1) — Ср; (а.-;)]> ШЭХ [<р} (Xj) — ф; {хj — 1)], (4.8) 

і£і ies+(.-c) 

где I = {i, . . ., n} и S+ (x) = {/ £ I \ X j > 0}. 
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Доказательство. Д о с т а т о ч н о с т ь . П у с т ь х — допустимое 
решение (такое, что 

71 

Уі ХІ = m, 
i = l 

Xi ^ 0 — целые числа ) , которое у д о в л е т в о р я е т неравенству (4.8) 
П у с т ь х' — другое допустимое решение . П о к а ж е м , что-

П 71 

3 = 1 3 = 1 

Пусть 
k = m i u [ф;- {XJ + 1) — cpj [x})}. (4.9) 

Тогда 
X-tCqij (xj + l) — cpj (XJ) д л я всех / С / . (4.10) 

Из неравенства (4.8) получаем 

/ \ > Ф ; {xj) — ц)} (xj — 1) д л я всех jÇ1SJr(x). (4.11) 

И з в ы п у к л о с т и cpj следует 

І - [ф; (Л + 1) + ф , (к - 1 ) ] > ф, (/с). (4.12) 

Т а к и м о б р а з о м ; 

ф . (й + 1) _ Ф у . (А:) > Ф ; (/с) - Ф , (к - 1 ) (4.13) 

и, следовательно , [ср̂  (к + 1) —ф 7 - (/с)] — н е у б ы в а ю щ а я ф у н к ц и я на 
целых ч и с л а х . Т а к и м образом, если к 3̂= Xj, неравенство (4.10) дает 

К ^ ср} (к + 1) - Ф , (к), (4.14) 

и если 0 <Г к ^ Xj, то / £ б1"1" (а:) и неравенство (4.11) дает 

Ь > Ф, (fc) — Ф,-(fc—-1). (4.15) 

Просуммируем неравенство (4.14)' по всем к, т а к и м , что Xj ^ к ^ 
^ ж5 — 1 при x'j > X j , и п р о с у м м и р у е м неравенство (4.15) по всем 
з н а ч е н и я м к, т а к и м , что x'j - j - 1 ^ fc <С a^npnx j < Xj. Первое сум­
мирование дает 

Ф7- (ж}) — ф7- (ж,) > А, (ж;- ~ ж,) , ж,: > х}, 
а второе 

ф7- (Xj) — ф; (ж]) < Я (ж ; — ж;-), Xj < ж;-. 

В обоих с л у ч а я х и, очевидно, д а ж е п р и ж7- = x'j ф;-(ж}) 5э ф^ (XJ) + 
+ Лж$ — KXJ д л я всех / Ç / . 

n n 

С у м м и р у я по 1 ^ / ^ n и и с п о л ь з у я 2 x'j = m = xi> мы 
J'=l 3=1 доказываем достаточное условие , т . е . х минимизирует в ы р а ж е ­

ние (4.6). 
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Доказательство. Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть х минимизирует 
в ы р а ж е н и е (4.6) и удовлетворяет условию (4.7) в неотрицательных 
целых ч и с л а х ; предположим, что знак неравенства (4.8) изменен на 
обратный. Т а к к а к m > О, S+ (х) Ф 0 , п р а в а я часть неравен­
ства (4.8) достигает максимума п р п некотором целочисленном а, 
а л е в а я часть достигает минимума п р и некотором целочисленном 
з н а ч е н и и ß. Т а к к а к мы предполагаем , что з и а к неравенства изменен 
па обратный, получаем 

ФР (Sß + 1) — фр Ы < Фа (Ж а) — Фа (^а — ! ) • (4.16) 

Е с л и а = ß, это соотношение не может иметь места, т а к к а к 
ф у н к ц и я ф — монотонная . Т а к и м образом, а Ф ß. Рассмотрим 

Х(х Ха • 1, 

Xß = Xß + l 

и x'j = Xj д л я остальных значений / . Очевидно, что х) ^ 0 — все 
п 

целые числа п ^ х'і = т - Кроме того, 
3=1 

п п 
Уі Ч>] {Xj) — S Фз (Xj) = фа {Ха — 1) — фа {ха) + ф3 («ß + 1) — ФЗ (Sß). 

3=1 з'=1 

Это в ы р а ж е н и е меньше н у л я ввиду неравенства (4.16), что про­
тиворечит тому ф а к т у , что Xj, j = 1, . . ., п, м и н и м и з и р у ю т ф у н к ­
цию. Т а к и м образом, неравенство (4.8) должно иметь место, что 
и доказывает необходимость. 

Решение п о л у ч а е т с я п р и помощи итераций , н а ч п н а я с 

х\т = 0, / = 1, . . . , п. 

Пусть /* (к) д л я к ^ 0 будет номером, таким , что 

ш і п [ ф Д 4 Ѵ і ) - Ф з ( Л 
3'£/ 

и п о л о ж и м 

хГ'^хГ, ІФГ. 

Можно п о к а з а т ь , что решение п о л у ч а е т с я путем р а с п р е д е л е н и я 
m единиц среди ф ; , причем на к а ж д о м шаге одна единица п р и д а е т с я 
аргументу той ф у н к ц и и ф г , к о т о р а я имеет наименьшее п р и р а щ е н и е . 
Т а к и м образом, вектор х<-т) удовлетворяет о г р а н и ч е н и я м и миними­
зирует целевую ф у н к ц и ю . 
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Упражнение 4.18. В задаче , с ф о р м у л и р о в а н н о й в теореме 4.5, 
п о л о ж и м ф г = cp;-, і, і — 1, . . ., п. П о к а ж и т е , что 

в п р о т и в н о м случае , 

где [min] — ц е л а я часть т/п, a. S — подмножество целых чисел , 
состоящее в точности из п — m + іг [т/п] элементов . 

Упражнение 4.19. Решите задачу из у п р а ж н е н и я 4.18 п р и помощи 
метода м н о ж и т е л е й Л а г р а н ж а . 

Упражнение 4.20. П о к а ж и т е , что предыдущие р а с с у ж д е н и я при­
менимы к задаче м и н и м и з а ц и и в ы р а ж е н и я 

п 

7=1 
n 

п р и о г р а н и ч е н и я х 2 х і = т і г Д е Xj ^ 0, j = 1, . . ., п,— целые 
3=1 

числа , m — положительное целое число , Wj >> 0 — действительные 
и 0 < p j < 1. 

Здесь m — чпсло единиц данного о р у ж и я , которое необходимо 
д л я у н и ч т о ж е н и я п в р а ж е с к и х целей , х}- ^ 0, / = 1, . . ., п,— 
количество о р у ж и я , предназначенное д л я п о р а ж е н и й / - й ц е л и , 
которой п р и п и с а н а стоимость Wj, а вероятность п о р а ж е н и я ц е л и прп 
и с п о л ь з о в а н и и одной единицы о р у ж и я р а в н а qj. Вероятность в ы ж и ­
в а н и я ц е л и в ходе а т а к и р а в н а p?j = (1 — qj)xj, и задача з а к л ю ­
ч а е т с я в м а к с и м и з а ц и и ожидаемой стоимости п о р а ж е н н ы х ц е л е й 
(или в м и н и м и з а ц и и стоимости с о х р а н и в ш и х с я целей) . j| 

С л е д у ю щ а я теорема интересна тем, что она полезна в некоторых 
п р и л о ж е н и я х , и доказательство ее можно провести н е с к о л ь к и м и 
р а з л и ч н ы м и способами. 

Теорема 4.6. Если хг, . . ., хп — положительные целые числа, 
такие, что 

\~[ ХІ максимально при п, которое надо определить, (4.17) 
і = 1 

%ХІ = С, (4.18) 
і = 1 
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где С — данное положительное целое число, и если 

С = Зк, то i ; = 3, t = 1, . . ., n, 

С — Зк + 2, то хх = 2, ХІ = 3, i = 2, . . ., n, 

С = ЗА: -f- 1, то хх = 2, х2 = 2, = 3, і = 3 , . . . , » . 

Напомним, что п должно быть найдено. 
Доказательство 1. Заметим с н а ч а л а , что в наборе xt, д о с т а в л я ю ­

щих максимум произведению, xt Ф 1. Е с л и xt = 4 п р и некотором і, 
то Xj можно заменить на х}- = 2, xh = 2; если х г ;;> 4, то а;г можио 
заменить на а;7- = 3 и xk = xt — 3, произведение которых 3 (х( — 3) 
превосходит xt. Следовательно , все м н о ж и т е л и р а в н ы 2 п л и 3. Кроме 
того , с о м н о ж и т е л и числа 2 3 в сумме дают столько ж е , ско л ько сомно­
ж и т е л и З' 2, и, следовательно , 2 3 можно заменить на З 2 . О с т а в ш а я с я 
часть доказательства вытекает непосредственно. 

Заметим, н а п р и м е р , что если С = 100, то, п о с к о л ь к у xt не равно 1 
н и п р и к а к о м і, н е л ь з я брать З 3 3 , и, следовательно , хх = 2, 
х2 = 2, ХІ = 3, i = 3, . . ., 34. Произведение равно 2 2 . 3 3 2 . Д р у г о е 
решение имеет вид хх = 4, xt = 3, і = 2, . . ., 33. 

Доказательство 2. Д р у г о е р а с с у ж д е н и е доказывает , что xt д о л ж н ы 
быть р а в н ы (или п р и б л и з и т е л ь н о р а в н ы ввиду дискретности) . П р и ­
ведем здесь только доказательство равенства . 

Рассмотрим экспоненциальное среднее k-ro п о р я д к а 

^ = ( 4 - 2 ^ 
і=1 

Х2 — среднеквадратпческое значение , Хх — арифметическое сред­
нее, Х 0 — среднее геометрическое значение п ï . j — гармоническое 
среднее. Заметим, и с п о л ь з у я первые два члена р а з л о ж е н и я в р я д 
экспоненты, что 

Х0 = l im Хп = l im ( - 1 V е" * * І \ l / h

 = И т ( і + І Ѵ ^ ) l / k = 
г = і г=1 

( n \ l/k 

(1/n) 2 In Xi \ n n 
i= 1 i= 1 

П о к а ж е м теперь , что Xk Xj п р и к > / . Заметим, что равенство 
имеет место только п р и хх = х2 = . . . = х„ . Пусть 

0 < ?' < ж , ?• = sa, 0 < а < 1 , 
Ріа\ = щ, РІ = ѴІ, vi > 0 

и 
„ s < 2 / „ s \ a а 1 — ct. 
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тогда 

кроме того с л у ч а я , когда ujvj не з а в и с я т от і или просто at не з а в и с я т 
от г. Это следует из того, что [17] 

n 

yj>0, 7 = 1, n, S yj = l 

влечет за собой 

SflilfeJ2 • • • lm < (S e/)Vl (2 ь / 2 • • • (S U V n . 
за исключением с л у ч а я , когда все at, bj, . . . ; Z m п р о п о р ц и о н а л ь н ы 
между собой п л и одна пз переменных р а в н а н у л ю п р и всех значе­
ниях индексов. И т а к , 

Мы получим искомый р е з у л ь т а т , е сли заменим sa на ?" и п о л о ж и м 
РІ = lin. 

Теперь требуется , чтобы геометрическое среднее достигало макси­
мума п р и ограничении на арифметическое среднее . Предыдущие 
р а с с у ж д е н и я показывают , что Хг ^ Х0 и, следовательно , Хг дости­
г а е т с я п р и тех з н а ч е н и я х о г р а н и ч и в а ю щ е й константы, которые 
д е л я т с я на ?г, тогда и только тогда , когда все xt р а в н ы м е ж д у собой. 
Чтобы в ы п о л н я л и с ь граничные у с л о в и я , надо действовать так ж е , 
к а к и ранее 

Доказательство 3. И н д у к т и в н ы й п о д х о д . Разобьем 
множество решений S = {хг, . . ., хп} на два подмножества Sx = 
— {у1: . . ., уг} и 5 2 = {zx, . . ., zs}, где г - } - s = п. П р е д п о л о ж и м , что 

г s г 

2 Уі = zi = Е Qi + Q". = С- Тогда Д iji м а к с и -
і=1 і=1 і=1 

мально д л я всех р а з б и е н и й Ç x и JJ Z; максимально д л я всех 
І = І 

р а з б и е н и й Ç 2 . В противном случае 5 не было бы решением, так к а к 
Qx и Ç 2 — произвольные числа с единственным ограничением 
Qi + Q 2 — С- Т а к и м образом, достаточно изучить одно произведение 
Пг/;. Мы приходим к задаче м а к с и м и з а ц и и этого произведения при 
меньшем значении о г р а н и ч и в а ю щ е й константы (?). 

Теорема 4 .7 . Пусть Q — целое число, не меньшее двух. 
г 

а) Если Çj. = 0 mod 3, то max г/г = 3 й и Q1 = 37с = 3 + . . . 
І = [ 

. . . -f- 3 (к троек). 



Оптимизация при диофантоеых ограничениях 203 

б) Если Qx = 1 mod 3, ??го max Д yt = 4 - 3 f t _ 1 и Ç x = Ък + 1 = 
І = І 

= 4 + (3 + . . . + 3) (/с — 1 троек), и л и & = 3/с + 1 = 2 + 2 + 
+ (3 + . . . + 3) (/с — 1 троек). 

Т 

в) Если Q1==2 mod 3, mo max JJ г/; = 2-3 , г и Q1 = ok -\- 2 = 
i=l 

= 2 -f- (3 -J- . . . + 3) (А троек). 
Доказательство 4. П р е д п о л о ж и м , что ж г , і = 1, . . ., п,— реше­

ние . Выберем два с о м н о ж и т е л я Xj и xh и составим Zj = Xj — 1, zh = 
= a;ft -)- 1, п р и н я в , что ^ xh. Тогда 

n 

S x i + Zj + z h = C, 
г фі, h 

n n n 

П XiZjZh = (x. — i ) ( x h + l ) [J а;г<П^/-
\<т= j,h гф j , h i=l 

После с о к р а щ е н и я получаем 
XjXh ^ (Xj — 1) (xh -f- 1), ИЛИ CEfc + 1 ^ Xj. 

С другой стороны, если записать Zj — Xj + 1, zh = xh — 1, то 
получим 

XjXh ^ [Xj + 1) (£ft — 1), НЛП ^ .T;i — 1. 

Отсюда 
xh + 1 > ^ > z f t — 1, 

что имеет место д л я любых двух сомножителей xj и xh. Т а к и м обра­
зом, некоторые (возможно, все) сомножители д о л ж н ы быть р а в н ы 
целому ч и с л у х0, а остальные сомножители д о л ж н ы быть р а в н ы 
х0 — 1. З а д а ч а сводится к определению х0, пх и га2, т а к и х , что они 
ма ксимиз ируют 

п р и ограничении 
/г^о + п2 (х0 —- 1) = С . 

В ы я с н и в , что сомножители д о л ж н ы быть р а в н ы 2 и л и 3, дока ­
зательство можно з а в е р ш и т ь следующим образом (в данном случае 
С = 100). П р е ж д е всего , чтобы определить степени, запишем про­
изведение 2 Г 3 3 , где 2г + 3s = 100, или г = гІг (100 — 3s). Затем 
найдем s, которое м а к с и м и з и р у е т 2 5 0 _ 3 s / 2 / 3 s . Эта величина макси­
м а л ь н а , когда ее логарифм достигает максимума . В ы р а ж е н и е 

[ 5 0 — i s ] log 2 -f- s log.2 = s ( log 3 - f log 2) + 50 log 2; 

достигает максимума при наибольшем возможном s, таком, что 
З 6 не превышает 100. Т а к к а к xt не может быть равно 1, s Ф 33. 
Тогда s = 32 и решение имеет вид 3 3 2 - 2 2 . 
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Эвристический подход. О т к а ж е м с я от требования , что xt должно 
быть целым числом. Кроме того, о г р а н и ч е н и я в виде неравенств 
Хі > • 0 сведем к о г р а н и ч е н и я м в виде равенств xt — у\ = 0, где y-L — 
действительное число . Задача состоит в том. чтобы найти у-п которые 
максимизируют 

I l у\ (4-19) 
t=i 

п р и ограничении 

S г/1 = юо. (4.20) 
і=1 

Заметим, что в исходной задаче требуется определить точку на 
поверхности симплекса , а во второй — точку на поверхности сферы. 

п п 

Чтобы м а к с и м и з и р о в а т ь 2 log у \ п р и о г р а н и ч е н и и 2 УІ — Ю0> 
І=1 1=1 

составим функцию Л а г р а н ж а 

F (у и ѴпЛ) = Ъ logZ/?4-X(S г / г - Ю О ) . 
І=І І=І 

Тогда 

dlJi Уі J l 

Т а к и м образом, v\ = —ИХ. П о д с т а в л я я это значение в у р а в н е ­
ние (4.20), получим X — — (72/100), у\ = 100/77. Определим теперь 
п, которое максимизирует 

1 0 0 / 4 0 0 у і 

п 
і=І 

Снова, р а с с м а т р и в а я непрерывную задачу , находим, что (ІОО/а:)* 
м а к с и м а л ь н о п р и х = 100/е = 36,8. И с п о л ь з у я б л и ж а й ш е е целое 
ч и с л о , чтобы получить оценку д л я п (т. е. 7г = 36 п л и п = 37) и затем 
д л я УІ, находим у\ = 3. Т а к о й выбор у\ приводит к уменьшению 

п 
з н а ч е н и я /г, чтобы в ы п о л н я л о с ь условие ^ УІ = Ю^. Однако 

і=1 
3 3 2 . 2 2 > 3 3 3 - 1 . П о с л е д н я я часть доказательства представляет собой 
тщательное рассмотрение эффектов на к о н ц а х . Заметим, н а п р и м е р , 
что I 1 0 0 < 2 5 0 < е 1 0 ° / е > З 1 0 0 / 3 > 4 2 5 > 5 2 0 > б 1 0 0 / 0 > . 

Замечание. Полезно отметить, что в непрерывном случае (который 
дает представление о том, к а к и м д о л ж е н быть ответ) известно сле ­
дующее . Е с л и хх, . . ., хп — п о л о ж и т е л ь н ы е числа и ах, . . ., ап, 
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С — п о л о ж и т е л ь н ы е константы, то максимум Д xt п р и огранпче-
І=І 

нии 2 а і х і = С достигается п р и а-^х^ — . . . = апхп. П р и тех ж е 

п п 

у с л о в и я х минимум "У, cijXi при ограничении JJ жг = С достигается 
i = l t = i 

при а1х1 = . . . = а п а ' ; і . Эти два у т в е р ж д е н и я можно доказать п р и 
помощи метода множителей Л а г р а н ж а . Е с л и at = 1, i = 1, . . ., n, 
то соотношение между арифметическим и геометрическим средними 
(см. ра зд . 4.6) дает возможность решить эти задачи . 

У п р а ж н е н и е 4 . 2 1 . Минимизируйте в неотрицательных целых 
п п 

числах 2 ХІХ П Р П о граничении Ц xt = С, где С — данное поло-
1=1 і=1 

жительное целое число . 

У п р а ж н е н и е 4.22. М а к с и м и з и р у й т е в неотрицательных целых 
71 71 

числах 2 ХІ П Р И о граничении = г д е ^ — данное поло-
і=1 і=1 

жительное целое число . 

Теорема 4.8. Положительные целые числа х1: . . ., хп максими-
П 71 

зируют JJ х\ при ограничении ^ xt = С тогда и только тогда, 
І=І І=І 

когда xt = 1, 2 и л и 3, i = 1, . . ., н. (Здесь С — положительное 
целое число, а п не фиксировано.) 

Теорема 4.9. Если а, ß и у — количества единиц, двоек и троек 
соответственно в решении, данном теоремой 4.8, то максимум дости­
гается в точках целочисленной решетки, определенных следующим 
образом [28]: 

(2С + 1) log 2 - (С + 1) log 3 < (3ß + 6т) log 2 - (ß + 3y) log 3 < 
^ (2C + 1) log 2 — С log 3, 

(С — 1) (log 3 — log 2) < (ß + 4y) log 3 - by log 2 ^ 
С (С + 2) (log 3 - log 2). 

(C - 2) log 3 < 3ß log 2 + (p + 5y) log 3 С (C + 3) log 3, 
(C - 4) log 2 < 3 (В + y) log 2 + y log 3 ^ (C + 2) log 2. 

Прежде чем доказывать теоремы 4.8 п 4.9, сформулируем лемму. 

Лемма 4 . 1 . Если решение представляет собой вектор х° = 
= (х\, . . ., .г,0,), то х\ --г-- х) для і > /. 
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Доказательство. Очевидно, выгоднее самое большое число поме­
стить в самом конце , перед ним второе по величине и т. д. 

Доказательство теоремы 4.8. Е с л и xt = 4, то 4 f t можно заменить 
на fc-й п о з и ц и и на 2 й , а другой м н о ж и т е л ь 2 h + 1 поставить на (1с -\~ 1)-й 
позиции; тогда получим 4 й < 2 Й - 2 А + 1 . Е с л и xt > 4, то xt = 3 + 
+ (Х-І — 3) и Xf < 3 (x-i — 3). Этот процесс можно п р о д о л ж и т ь , 
п е р е х о д я к (xt — 3). Тогда запишем xt — 3 = 3 + [(xt — 3) — 3] , 
xt — 6 = 3 -f- (xi — 6) — 3 п т. д. Заметим т а к ж е , что x\ < 
< З 1 (ХІ - BY и т. д . 

Доказательство теоремы 4.9. Пусть а , ß и у п о к а з ы в а ю т , сколько 
р а з встречаются м н о ж и т е л и 1, 2 и 3 соответственно; рассмотрим 
произведение 

[ ] 1 = \\х\ = ІЛ* . . . 1 а - 2 а + . . . 2 а + р . З а + р + 1 . . 3 a + ß + v = 
i=i 

_ 2 ß(2a+ß+l)/2 > g V (2«+2p+v+l)/2 

где а + 2ß + Зу = С. З а д а ч а состоит в том, чтобы и а й т н а , ß и у, 
которые м а к с и м и з и р у ю т произведение . П р е д п о л о ж и м , что п р и неко­
торых з н а ч е н и я х а , ß и у достигается максимум. Введем о т к л о н е н и я 
Ö-L в a, ô 2 в ß и <53 в у. Тогда 

5 l + 2Ô 2 + 3 ô 3 = 0. 

Мы ищем фундаментальное множество решений этого у р а в н е н и я 
(существует конечное множество т а к и х решений) , т а к и х , что любое 
другое решение представляет собой линейную комбинацию этих 
решеннй , в з я т ы х с целочисленными коэффициентами. Ч т о б ы полу­
чить эти р е ш е н и я д л я вышеприведенного у р а в н е н и я , воспользуемся 
п р о и з в о д я щ е й функцией [20] 

1 
( l - ô p a ï H l - ô b ô f ) 

у р а в н е н и я 
aô1 = m a ô 2 -\- Ьо 3 , 

где Ъ взаимно просто с а. 
Фундаментальные р е ш е н и я состоят из степеней о; в к а ж д о м 

сомножителе з н а м е н а т е л я . Д л я д а н н о й задачи а = 1, m = —2, 
Ъ = —3, и мы получаем два фундаментальных р е ш е н и я (—2, 1, 0) 
и (—3, 0, 1). П о с к о л ь к у , к а к мы увидим п о з ж е , н а ш е й ц е л ь ю я в л я е т ­
с я построение области, в которой н а х о д и т с я решение задачи оптими­
з а ц и и , возьмем дополнительные р е ш е н и я . (Идеи станут понятнее 
по мере п р о д о л ж е н и я разбора примера . ) Б у д е м использовать сле ­
дующие р е ш е н и я у р а в н е н и я в качестве м а л ы х отклонений от опти-
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мума: 

(1 , 1, - 1 ) ( - 1 , - 1 , 1) 
( 1 , _ 2 D ( - 1 , 2, - 1 ) 
(3, 0, - 1 ) ( - 3 , 0, 1 ) 
(2, - 1 , 0) ( - 2 , 1, 0) 

П о д с т а в л я я в произведение сначала а , ß н у, потом а + б 1 т 

ß 4 So, 7 + ô 3 н д е л я второй р е з у л ь т а т на первый, получим в ы р а ж е ­
ние , ие превосходящее единицы. Л о г а р и ф м и р у я обе части , получаем 

b t ^ [ 2 ( a + 0 1) + ß + o 2 + l ] l o g 2 + 

+ I ± Ô 3 [ 2 ( a f 0 I) + 2(ß + o 2) + Y + S 3 + l ] l o g 3 — i ( 2 a + ß + l ) log 2 -

- ^ - 2 a + 2ß + Y + l ) l o g 3 < G 

и л и 

[ a ô 2 + ß (ô\ + ô 2) + 6,02 + i - ô* + y ôa] log 2 + 

+ [ o ô 8 + ßo 3 -1- y (Ô! + ô 2 + ô 3) + ô A + ô 2 Ô 3 - f i ô 2 4-1 ô 3 ] log 3 < 0 . 

Е с л и п о л о ж и т ь a = С — 2ß — З 7 и ô x = — 2 ô 2 — 3 ô 3 , то после 
у п р о щ е н и й будем иметь 

[3ß (ô 2 + Ô3) + 3yô 2 ] log 2 + [ßo 3 + y (ô 2 + 56g) ] log 3 > 

> ^ Cô 2 — 5 1 — 3ô2<53 - I - -і- ô 2 j log 2 -f-

4 - ( C Ô 3 - ô 2 ô 3 - | - ô = 4 - i - ô 3 ) l o g 2 . 

В о с п о л ь з у е м с я теперь з н а ч е н и я м и (о\, ô 2 , ô 3 ) и з апишем после к а ж ­
дого из нпх р е з у л ь т и р у ю щ е е неравенство : ( 1 , — 2 , 1): 

(3ß 4 - 6у) log 2 - (ß + Зѵ) log 3 С (2C 4 1 ) log 2 — С log 3; 
( - 1 , 2, - 1 ) : 

(3ß + 67 ) log 2 - (ß + 3y) log 3 > (2C 4 - 1 ) log 2 - (C + 1 ) log 3. 

К о м б и н и р у я эти два р е з у л ь т а т а , получаем 

(2С + 1 ) log 2 - (С + 1 ) log 3 ^ (3ß 4 - 6 Ѵ ) log 2 - (ß + 3y) log 3 < 
С (2C + 1 ) log 2 — С log 3 

( 1 , 1, - 1 ) : 
3 Y log 2 - (ß + 4?) log 3 > ( C + 2) log 2 - (C + 2) log 3; 

( - 1 , - 1 , 1): 
-3y log 2 4 - (ß 4 4Y) log 3 > - (C - 1 ) log 2 4 (С - 1) log '3 . 
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К о м б и н и р у я эти два р е з у л ь т а т а , получаем 

(С - 1) (log 3 — log 2) ^ (ß + 4у) log 3 - Зу log 2 ^ 
С (С + 2) ( l o g 3 - log 2). 

(3, 0, - 1 ) : 
—3ß log 2 - (ß + 5y) log 3 > - {C + 3) log 3; 

( - 3 , 0, 1): 
3ß log 2 + (ß + 5Y) log 3 > ( C — 2) log 3. 

К о м б и н и р у я эти два р е з у л ь т а т а , получаем 
(С - 2) log 3 ^ 3ß log 2 + (ß + 5ѵ) log 3 ^ (С- + 3) log 3. 
(2, - 1 , 0): 

- 3 (ß + у) log 2 - 7 log 3 > - (С + 2) log 2; 
( - 2 , 1, 0): 

3(ß + у) log 2+у log 3 > ( С - 4 log 2. 
К о м б и н и р у я эти два р е з у л ь т а т а , получаем 

(С - 4) log 2 ^ 3 (ß + у) log 2 + Y 1 о 8 ' 3 ^ ( c + 2 ) l o 8 ' 2 -
Д л я примера возьмем С — 
= 100. П р и этом получим 

27,6 ^ 0 , 9 7 ß + 0,84Y s^28,7, 
40,19 ^ 1 , 1 ß + 2,33Y ^41,82, 
107,8 <^ 3,17ß + 5 , 5 y s ^ 113,3, 
66,24< 2,08ß + 3,18Y ^ 70,7. 

Заметим, что средние ча ­
сти в ы р а ж е н и й имеют один и 
тот ж е вид п р и любом зна­
чении С. Кроме того, может 
о к а з а т ь с я ж е л а т е л ь н ы м по­
строение большего числа не­
равенств при н а л и ч и и допол­
нительных значений (ô x , ô 2 , 
ô 3 ) . Один из подходов к ре ­
шению состоит в том, что эти 
неравенства представляются 
графически . Это облегчает 
поиск р е ш е н и я , которое 
должно быть точкой с целочи­

сленными координатами в общей областп , определяемой пересече­
ниями п р я м ы х . Н а фиг. 4.3 графически представлена область реше­
н и я , о п р е д е л я е м а я восемью неравенствами. В ней имеются две точки 
с целочисленными координатами . В качестве р е ш е н и я получаем 
ß = 6, Y = 24 и, следовательно , а = 34. Область с о х р а н я е т свой 
вид п р и любом С, по положение ее иа плоскости меняется . 

Ф п г. 4.3. 
J — ' ' р е ш е н и е (6, 24); 2 — о б л а с т ь д о п у с т и м ы х 

решеші і і — две т о ч к и р е ш е т к и ( 6 , 2 4 ) и (7, 23). 
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Неправильное использование метода множителей Лагранжа. 
И с п о л ь з о в а н и е ф у н к ц и и Л а г р а н ж а и, следовательно , н е п р е р ы в н ы й 
подход к этой задаче п р и С = 100 дает р е з у л ь т а т , д а л е к и й от истин­
ного . Рассмотрим к р а т к о этот подход. Составим функцию 

/*" (Xu . . . , Хп, = X-LXÏXI . . : Хп — "к ( 5 ХІ — ІОО), 

OF 2 3 Tl Л Г\ 
' ~ = 1 XcyX., • • • Xfl Л* \J ч 

дх-i - 3 

—-— =^ х\ 2,ХоХ-, . . . X™ Яі О, 

—— =— . • . . . . Xji л — и. 
ох i 

У м н о ж а я і-е у р а в н е н и е на xt п с к л а д ы в а я , получаем 

" ( И 2 + 1 ) П a i - 1 0 0 * - = О-
і = 1 

Т а к и м образом, 

, \ » ( » + ! ) T T і 
л - 200 11 Ж г 

і = 1 

и і-е у р а в н е н и е после у м н о ж е н и я иа дает 

і = 1 
п л п 

200І 
а: г = 

З а д а ч а теперь состоит в том, чтобы н а й т и п, которое м а к с и м и з и р у е т 

JJ [200(/м (7і + I ) ] 1 , и л и просто его л о г а р и ф м . Отсюда п р и х о д и м 
і = 1 
к соотношению 

200 . . \ піп + І), 200 , - , '• 11 l0S -TTcô+ÏT + 1 l 0 g 1 ) = ~ l H l 0 - Т(7ГЙГ + 2 1 l°S * • 
i=l i=l 

Т е п е р ь из того, что j log Г (Q dt, — z log z — s - f 1 / 2 log 2 я , 
2 

I arg z | < я , предыдущее в ы р а ж е н и е равно {n (n -f- 1)/2] [log 200 — 
71+1 

- log n (n + 1) + 1] + <\ log Г (Q dt, - (л/2) log 2 я . После диф-

14-01037 
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ференцпрования по п и п р и р а в н и в а н и я к н у л ю , получим 

(2/г-і-І) г , 200 1 . , р , . , 2л „ 
2 ( l o g ^ТнГТГ J + l 0 S ' 1 (" + 1) - log — = 0, 

и л и 
Г ( я + 1) _ / ra()t + l ) \ n + l / 2 

'"' I 200 j 1 / 2 л 

И с п о л ь з у я формулу Стпрлпнга , окончательно получаем равенство 

е - 1 / 2 _ f 2 0 0 V ' + 1 / 2 

\e(n+i)l 

которое в ы п о л н я е т с я , если п находится между 73 и 74. П о с к о л ь к у 
п = 64 я в л я е т с я п р а в и л ь н ы м ответом, можно сделать вывод, что 
этот подход не очень помогает при поиске р е ш е н и я . Кроме того, 
в о з н и к а ю т трудности прп подборе целочисленных значении д л я Xj. 

Метод, п р е д л о ж е н н ы й в теореме 4.9, можно обобщить иа з а д а ч у 
п п 

м а к с и м и з а ц и и JJ Xj п р и ограничении ^ х1 = С> р >> 1 — целое 
і=і з"=і 

число . Эта задача сводится к отысканию а единиц, ß двоек и у троек , 
т а к и х , что 

а + 2 p ß + 3 P Y = С. 

О т к л о н е н и я приводят к у р а в н е н и ю 

ô i - j - 2 p ô 2 - r - 3 p ô 3 = , 0 , 

которое имеет п р о и з в о д я щ у ю ф у н к ц и ю 

( 1 - б т 2 Р б 2 ) ( 1 - б г з Р б з ) 

и ф у н к ц и о н а л ь н ы е р е ш е н и я (—2 Р , 1, 0) и ( — З р , 0, 1). 
n 

Т а к о й ж е метод применим и д л я с л у ч а я м а к с и м и з а ц и и х] 
3=1 

n 
п р и о г р а н и ч е н и и хѴ = С, р ^> I — целое число . Решение будет 

3=1 
произведением единиц, двоек и троек . Е с л и С = 100, то решение 
второй задачи имеет вид 

р = 2 (44, 14, 0) 

р = 3 (52, 6, 0) 

р = 4 (52, 3, 0) 

р = 5 (68, 1, 0) 

р = 6 (100, 0, 0) 
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Замечание. П о л о ж и т е л ь н о е целочисленное решение , м а к с и м н з п -
71 71 

рутощее 2 а і х і П Р П о граничении \ \ x-t = С, где ah = max . . . 
i = l i = i 

. . ., fln) без о г р а н и ч е н и я общности, имеет вид xh = С, xt — 1, 
1 ф U. В этом легко убедиться , если м а к с и м и з и р о в а т ь частное от 

71 71 

д е л е н и я "У агхг на \ \ хх = С. Этот р е з у л ь т а т легко обобщить на 
7=1 1=1 

71 

с л у ч а й м а к с и м и з а ц и и 2 ^жР , где р — п о л о ж и т е л ь н о е целое число 
з'=і 

п р и том ж е ограничении . 
Соответствующую задачу м и н и м и з а ц и и можно решить следующим 

образом. П р е д п о л о ж и м , что аг ^ а2 . . . ^ ап и пусть С = 
= Р^РТ- • • • Р% Г Д° Рі < Рз < • • • < Pa- Е с л и аг + а 2 + . . . 
. . . + а 8 ^ п, то минимум достигается путем п р и п и с ы в а н и я значе­
ний простых чисел p s , p s - i и т. д. к а ж д о м у xt в п о р я д к е у б ы в а н и я 
и затем и с п о л ь з о в а н и я единиц в конце , если это окапается необходи­
мым. В общем случае если мы пишем Xj = pfù . . . p^sj,]' = 1, . . .,п, 
то задача состоит в том, чтобы найти неотрицательные целые числа 

77 

а,-;, которые минимизируют V, ajXj п р и л и н е й н ы х о г р а н и ч е н и я х 
3=1 

71 

2 аи = а-і, i = 1, . . ., s. 
3=1 

Рассмотрим теперь задачу м а к с и м и з а ц и и в целых п о л о ж и т е л ь н ы х 
77, 

ч и с л а х 2 аіхѴ}і г Д е aj — данные н а т у р а л ь н ы е числа , р — п о л о ж и -
з=і 

и 

тельное целое число п р и ограничении YLX] = г Д е ^ — данное 
3=1 

положительное целое число . 

Лемма 4.2. Пусть к — такой номер, что ah ^ CCJ, j = 1, . . ., n, 
тогда Xj — 1, / = k -[- 1, . . ., п. 

Доказательство. П р и условии , что задай вектор хг, . . ., хп, 
определим повый вектор соотношениями 

х1 — х Iх h + l' 

xh — xhxh + n 

x i = XJ, І = 2, . . ., n, j ф k, 

x h + l = 1. 
14* 
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Очевидно, что произведение ие изменяется , т ак к а к 
п _ _ 

[ f xj = (XiXk+i) х- . . . (хкхш)к-1 • • • х п = Х1Х1 • • • x k x k + i . . . Х п = С. 
3=1 

Т е п е р ь п о к а ж е м , что сумма ие у м е н ь ш и л а с ь после преобразова ­
н и я , т. э . 

k — 1 п п 

a i ^ f + 2 азхз + ahxk + «ft+i + 2 ajx^> У, ajXj. 

3=2 i=ft+2 3 = 1 
Это следует из того, что 

aÄa:h = a f t a ; ^ + i > а Л . г і - f a h X h + i ~^>ahxf{ + аі1+1хІ+і, 

где х к ф \ , x h + 1 ф і , и пз 

а-уХу ̂  aj.Tj. 

Р е з у л ь т а т п о л у ч а е т с я непосредственно, если xh — 1 ,аг, 1 + 1 = 1. Те ж е 
р а с с у ж д е н и я справедливы д л я всех / ^ к. 

Лемма 4.3 . При тех же предположениях, что и в лемме 4.2, из 

U х)= fi х){х\'к)к = С, k i < i , 
3=1 3 = 1 

зфі 
если положить 

xh = xkx\lk, ХІ = І, Xj = Xj, j Ф к, (4.21) 

где xt удовлетворяет неравенству 

{xi!hY>^- + i (4.22) 
xh 

и x\/h — целое число, следует, что 

ft—1 n h n 

2 a^f + a* + алЖА-I- Y, â > S а ; ж з ? + S °V-
i = i i=ft+i з'=і j=ft+i 

Доказательство. Из a h ^ а г и неравенства (4.22) получаем 

ahXÎÀ 

Соотношенпе (4.21) дает 

ahx\ 

откуда следует результат . Получаем следующую теорему: 

ahX'hXi' ' у — a.hx'h^aix\—at. 

akxfi + ai > aixf - f а/ ;а;£, 
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Теорема 4.10. Необходимым и достаточным, условием того, что 
допустимое решение можно преобразовать так, что оно приблизится, 
к оптимальному решению, является существование xt, 1 SC i ^ k, 
такого, что x\/h — целое число, удовлетворяющее условию (4.22). 
В (4.21) используется наибольшее такое xt. 

У п р а ж н е н и е 4.23. Н а й д и т е положительные целые х ь которые 
м а к с и м и з и р у ю т следующие в ы р а ж е н и я : 

п п 

а) х™ [J хі п р и ограничении [J xt = 100 д л я целого m > 1. 
2=2 І = 1 

Ответ. П о л о ж и т е х ; = 3, хг = [mxj]. К в а д р а т н ы е с к о б к и озна­
чают наибольшее целое ч и с л о , меньшее тх{, т а к о е , что 100 — {тх^ 
делится на 3. Т а к и м образом, если m = 3, то mxt = 9, 100 — 9 =?= 
ф0 mod 3 и 100 —8 щк 0 mod 3, по 1 0 0 — 7 = 0 mod 3; следова­
тельно , хг = 7. 

тг п 

б) 1\ xt п р и ограничении х? + У] xt = 100 п р п целом р > 1. 
і=1 1 і=2 

Ответ. П о л о ж и т е хх = 1, xt = 3. 
n Tl 

в) ,г™ [ ] a;j п р и ограничении х? + Уі xt = 100, если m > 1 
i=2 1 i=2 

и _p > 1 — целые числа . 
n n 

г) [J x\ п р и ограничении 2 я г — Ю0-
І=1 1=1 

Tl Tl 
д) [J а.'; п р п ограничении У xt - j - ,г-| = 100. 

І—І і = 1 
n n 

е) [J п р и ограничении [ ] a:} = С, С — данное п о л о ж п т е л ь -
І=І І=І 

ное целое число . 
п п 

ж) [J х\ п р и ограничении [ ] а:; = С, С — данное п о л о ж п т е л ь -
г=і І=І 

ное целое число . 
У п р а ж н е н и е 4.24. Пусть р, АГ, г — п о л о ж и т е л ь н ы е числа п г > - 1. 

Н а й д и т е [14] р а з л о ж е н и е N на /J неотрицательных целых с л а г а е ­
мых х-п которые минимизируют сумму биномиальных коэффицнен-

V 

тов 2 С (xh г), где 
і=1 

г" ' 
С (ж '> ? ') = ,.і Г ) ! ' С 0 е " '") = 0, если ?• > а;,-. 

Указание. И с п о л ь з у я тот факт,что xt д о л ж н ы быть по возможности 
р а в н ы друг другу , положите N = p q + г, где р > 7- ^ 0. Выберите 

з-і = х 2 = . . . = хТ = q + 1 и д > + 1 = . . . = Хр = q. 
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4.6. П о л е з н ы е неравенства 

П р и анализе многих задач оптимизации д л я определения положе­
н и я оптимума необходимо оценивать п уточнять г р а н и ц ы . Д л я этой 
ц е л и могут о к а з а т ь с я очень полезными некоторые классические 
неравенства . Д л я того чтобы ч и т а т е л я м удобнее было п о л ь з о в а т ь с я 
ИМИ, приведем здесь некоторые [из них . Рассмотрим в ы р а ж е н и е 

п 

І=І 
которое представляет собой неотрицательное квадратичное в ы р а ж е ­
ние относительно К, где at и bh i = 1, . . ., /г,— произвольные 
действительные чпсла . После р а з л о ж е н и я па слагаемые это в ы р а ж е ­
ние принимает вид 

п п п 

УІ а\ — 21 3 aibi + № У] b'f. 
1=1 І = 1 і = і 

Т а к к а к в ы р а ж е н и е неотрицательно п р и любом К, дискриминант 
этого квадратичного у р а в н е н и я относительно К д о л ж е н быть неполо­
ж и т е л ь н ы м , т. е. у д о в л е т в о р я т ь соотношению (которое н а з ы в а е т с я 
неравенством К о ш н — Шварца ) 

1=1 i = l i = l 

Обобщением неравенства К о ш н — Ш в а р ц а я в л я е т с я неравен­
ство Гельдера 

s ^ k ( . s i ^ i p ) i / p ( . s i ^ r ) 1 / ? , 
І = 1 1=1 i = i 

где lip + Il q = 1 n р > 0, q > 0. 
Отсюда можно получить 

1/5 

2 Ч < ( Ѵ 2 І « . І ' Г ( Т 2 І Ь Г ) 
і = 1 і = 1 i = l 

Неравенство Мииковского дает 

( S | a / + ^ r ) 1 / P < ( S k H p ) 1 / P + ( S | ^ | p ) 1 / P . 
І=1 І=1 1=1 

где р ^ 1. П р и р ^ 1 в ы п о л н я е т с я противоположное перавепство . 
Заметим, что равенство имеет место, если р = 1 и л и если а,- = сЪ; 
(і = 1, . . ., ?г), где с — константа . И неравенство Гельдера (следо­
вательно , и неравенство К о ш н — Ш в а р ц а ) , и перавепство М и и к о в ­
ского имеют место, если суммы заменить и н т е г р а л а м и , я ; — ф у н к ­
ц и е й / (х), а ЬІ — ф у н к ц и е й g (х). В случае неравенства Гельдера 
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т р е б у е т с я интегрируемость | / (х) | р и | g (x) \ч, а в случае н е р а в е н ­
ства Мннковского требуется интегрируемость | / (х) | р и | g (х) \р-

Неравенство Иенсена имеет вид 

( S | e / D 1 / r > ( S | а Н * ) 1 / в . ^ л и 0 < r < s . 
2=1 і=і 

Д р у г и е полезные неравенства : 

(1 + х)ѵ > 1 -(- рх, если ж > — 1 , x Ф 0 и jp > 1, 
£ р — 1 >> р (х — 1), если x > 1 п _р >» 1 — действительное ч и с л о , 

хѵ — 1 < р (х — 1), если x > 1 и 0 < р < 1, 
, ï a 7/ ! ) < ах + Ьгу, если х Ф у и а + Ь = 1, а > О, b > О, 

1 л * 
:—-—<a:p K ~ 1 , если 0 < а : - < 1 и 0 < р < 1 . 1 — р 

З а м е т и м , что в последнем неравенстве р может быть, например , 
т а к и м в ы р а ж е н и е м , к а к 1 — ae~b'J/x, где я, b > 0. Т а к и м образом, 
это неравенство можно использовать д л я доказательства соотно­
ш е н и я 

1 _ ( 1 _ а е - Ы / / * ) л : 
l i m 5 — = 0, 
x->0 1 

которое представляет собой производную ч и с л и т е л я в н у л е . 
М е ж д у гармоническим, геометрическим и арифметическим сред­

ними, если Я; — действительные числа , і = 1, . . ., га, имеет место 
следующее соотношение (слева направо ) : 

l/fll-t- . . • + і / а п К 1 л ѣ 

К а ж д о е из этих средних ограничено с в е р х у н а и б о л ь ш и м из я,-, 
а снизу наименьшим из я,-. Е с л и эти три средних определены д л я 
интегрируемых ф у н к ц и й , то вышеприведенное соотношение при­
нимает вид 

ь ъ 
/ ~ " < е 1 / ( Ь - а ) j l 0 g / ф d x < _ i _ j / d a ; -

I d.r// (.г) а а 
а 

Ч т о б ы геометрическое среднее было определено, ф у н к ц и я / (х) 
д о л ж н а быть п о л о ж и т е л ь н о й . 

Согласно теореме Иенсена , д л я в ы п у к л о й ф у н к ц и и / (х) и п о л о ж и ­
тельных а-і (і = 1, . . ., 7г) имеет место неравенство 

П ч 11 

S-I / S " 
î = i / i=l 
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где .г,- (і = 1, . . ., 7?) — ?7 п р о и з в о л ь н ы х значений X. Е с л и п о л о ж и т ь 
7?. = 2, я х = а 2 = 1 и а-! < а\2, то п о л у ч а е т с я определение в ы п у к л о й 
ф у н к ц и и . 

Эта теорема имеет много интересных следствий и п р и л о ж е н и й 
к а к в случае сумм, так и в случае и н т е г р а л о в . Теорема применима 
к интегр а ла м , определенным на отрезке , (а, о), если сулимы заме­
н я ю т с я и н т е г р а л а м и , x.j — ограниченной ф у н к ц и е й g (х) и а-, — 
неотрицательной ф у н к ц и е й а (х) с п о л о ж и т е л ь н ы м значением инте­
г р а л а иа отрезке (я, £>). 

О б щ а я теорема о г армонических , геометрических и арифметиче­
с к и х средних дает п р и п о л о ж и т е л ь н ы х а( и п о л о ж и т е л ь н ы х bt, 
і = 1, . . ., re, соотношение 

2 bt 
і=і 
n 

2 bi'ai 

< exp 

n 

2 bi log a; 

n 

i = l 

2 ejbi 
i = l 

71 

7=1 

Кроме того, получаем 

exp 
1=1 

71 

2 & ^ 
1=1 

< 
2 b< 

i = l 

2 v « i 
i = l 

71 

2 а''ь' 
i = l 

71 2 *i 
i = i 

< exp 
2 aibi\ogai 

i = l 

2 "ih 
i = l / 

Эти т р и р е з у л ь т а т а легко обобщаются на н е п р е р ы в н ы й с л у ч а й . 
Б о л е е подробно этп вопросы и з л о ж е н ы в книге [17]. 

4.7. Т е о р и я макснмнна 

Существуют игровые задачи , которые ие могут быть решены 
методами теории и г р . Часто в т аких задачах исследуется ц е л е в а я 
ф у н к ц и я F (х, у), в ы р а ж а ю щ а я интересы двух соперпнков . при 
н а л и ч и и ограничений иа векторное решение каждого соперника , 

71 71 

например впда х > 0, у > 0, 2 хі — X' 2 УІ = Y- Ф у н к ц и я 
1=1 7 = 1 

F (х, у) з адается в аналитической форме, и решение , дающее мини­
мум по у I i максимум по х, должно быть целочисленным. П о р я д о к 
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оптимизации не может быть изменен. Общей теории о т ы с к а н и я т а к и х 
целочисленных решений ие существует . 

П р и м е р . Сторона А д о л ж н а защитить п городов , в ы д е л я я xt ^ О 
п 

единиц о р у ж и я і-му городу , причем У] xt = X. К а ж д ы й город 
і=1 

может быть а т а к о в а н стороной Б, к о т о р а я выделяет у-, ^ 0 единиц 
п 

оружия д л я н а п а д е н и я на г-й город, У] yt = Y. Отношение xjiji 
i=i 

определяет относительную эффективность з ащиты г'-го города . Е с л и 
kt > 0 — эффективность защиты н а , - , 0 < а , - < с 1 , — в е р о я т н о с т ь , что 
наступательное о р у ж и е поразит ц е л ь , то {1—осг ехр [ — k t (Хі/уі)]}"1 — 

— вероятность того, что і-я цель переживет а т а к у с применением 
УІ единиц о р у ж и я . Е с л п vt > 0 — ценность г-й цели , то В хочет мини­
м и з и р о в а т ь ожидаемое значение потерь: 

2 J D j [ l - a l e x p ( - ^ - ) f , 
і=1 

тогда к а к А хочет м а к с и м и з и р о в а т ь это минимальное значение . 
К а к о в н а и л у ч ш и й выбор векторов с целочисленными координата ­
ми X и у? 

Д а и с к п п [4а] р а з р а б о т а л интересную топкую теорию д л я решения 
задач такого типа (но ие целочисленных) . И з л о ж и м к р а т к о м а т е р и а л , 
в котором приводится его г л а в н ы й ]эезультат. 

Е с л и ср (х) = m i n F (х, у), где F (х, у ) и ее частные производные 
V 

Fxt (х> У) непрерывны по х и у и оба вектора х и у п р и н а д л е ж а т 
некоторому подмножеству евклидова пространства , то Ф (х) может 
быть недифференцнруемой функцией . Ч т о б ы обойти эту трудность , 
необходимы новые методы. Н а п р а в л е н и е у = (\\, . . ., уп) (единич­
ный вектор н а п р а в л я ю щ и х косинусов) в ^ -пространстве , исходящее 
из точки ,г°, я в л я е т с я допустимым, если существует дуга , одни 
конец которой на ход ится в точке ж0 и к о т о р а я ц е л и к о м л е ж и т в мно­
жестве допустимых значений х (это может быть все пространство п л и 
подпространство , определяемое о г р а н и ч е н и я м и ) , т а к и х , что д л я 
любой последовательности хт вдоль дуги , д л я которой хт^-х°, 
получаем ут—>-у, где у о п р е д е л я е т с я соотношением 

Л,™ = 1 — . 
1 1 \хт — хО\ 

Теорема 4 . 1 1 . Необходимое условие того, что х° является макси­
мумом, состоит, в том, что производная по направлению 

Яѵср (.г°) = min S ytFx, (*°, У) 
y£Y(,x) i=l 
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(можно показать, что она существует в каждом допустимом направ-
лении) неположительна. 

Здесь Y (х) — множество векторов у, п р и н а д л е ж а щ и х замкнутому 
и ограниченному подмножеству , которое дает минимум относи­
тельно .г =- ,г°. 
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Глава 5 

Целочисленное программирование 

5 .1 . Введение 

В наиболее общей форме задача целочисленной оптимизации 
имеет следующий вид: н а й т и вектор х с неотрицательными компо­
нентами Xj, і = 1, . . ., п, в Еп, который м а к с и м и з и р у е т целевую 
функцию / (х х , . . ., хп) п р и о г р а н и ч е н и я х gt (x j , . . . , . * „ ) < ; О, I = 
= 1, . . ., т. С геометрической точки з р е н и я ищется точка с ц е л о ­
численными координатами в области , к о т о р а я удовлетворяет огра ­
ничениям (в так называемой области допустимых значений) и мини­
м и з и р у е т / . В г л . 4 у ж е говорилось о том, что задачи оптимизации 
в целых п о л о ж и т е л ь н ы х ч и с л а х с о г р а н и ч е н и я м и в виде равенств 
часто п р и в о д я т с я к задачам с о г р а н и ч е н и я м и в виде неравенств 
и, следовательно , целочисленное программирование имеет в а ж н о е 
значение п р и оптимизации диофантовых задач . В некоторых задачах 
требуется , чтобы только некоторые из компонент х были целыми. 
Д р у г и е компоненты д о л ж н ы быть р а ц п о п а л ь п ы м п . Этот с л у ч а й 
носит название частично целочисленного программирования. Случай , 
когда все компоненты х д о л ж н ы быть целыми, иногда н а з ы в а е т с я 
полностью целочисленным программированием. 

В некоторых задачах целочисленного п р о г р а м м и р о в а н и я тре­
буется определять вектор х, компоненты которого принимают только 

• двоичные з н а ч е н и я 0 п л и 1; в этом случае г о в о р я т о бивалентном 
программировании. 

З а д а ч и , в которых переменные я в л я ю т с я неотрицательными 
целыми числами , можно свести к случаю двоичных переменных, 
з а м е н я я к а ж д у ю переменную Xj в ы р а ж е н и е м 

Xj = Xji - j - 2XJ2 + 2~Xj3 + • . . + 2h i-Xjk, 

где X j V = 0 п л и 1 (p = 1, . . ., к) и к достаточно в е л и к о , т ак что 
Xj может п р и н и м а т ь наибольшее значение в допустимой области . 
Т а к и м образом, 2,т^-*& с тановится в е р х н е й г р а н и ц е й д л я Xj. П р и 
таком п р е о б р а з о в а н и и резко у в е л и ч и в а е т с я число переменных, т ак 
что решение задачи целочисленного п р о г р а м м и р о в а н и я , сведенной 
к бивалентному п р о г р а м м и р о в а н и ю , становится очень громоздким 
и л и вообще невозможным. Однако многие задачи , естественно, 
ф о р м у л и р у ю т с я к а к задачи бивалентного п р о г р а м м и р о в а н и я ; д л я 
р е ш е н и я задач такого типа р а з р а б о т а н ы алгоритмы. 

П р и м е р 5.1 [31]. Рассмотрим следующую задачу целочисленного 
п р о г р а м м и р о в а н и я . Т р е б у е т с я минимизировать в неотрицательных 
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целых числах xlt х2 в ы р а ж е н и е 
хх + ?>х2 

п р и ограничениях 
Зхх — х.г 4, 

хх + ж 3 ^ 3. 

З а к л ю ч а я нз второго соотношения , что хх <Z 3, х2 -:С 3, п о л о ж и м 

п р и этом задача сводится к отысканию переменных 
^йі ' 2 ' ^21 ' "^22' 

которые принимают значения 0 или 1 и минимизируют в ы р а ж е н и е 
Х ц ~Р 2.хХ2 -\— Зх2х -\~ С г 2 2 

п р и ограничениях 

'àxn + 6.г 1 2 — х21 — 2.г 2 2 ^ 4, 
Х ц 2хХ2 -\~ ~Т~ 2х22 О. 

О разрешимости в целых числах 

Рассмотрим систему из m у р а в н е н и й с п неизвестными 
п 

2 aijXj = bi, і = 1, . . . , m, 
3 = 1 

и л и в матричной форме Ах = Ь. Пусть х = (хх, . . ., хп) с л у ж и т 
решением. К а ж д о м у Xj соответствует вектор-столбец из коэффи­
циентов п р и этом Xj. Рассмотрим все ненулевые Xj в х. Е с л и их соот­
ветствующие столбцы линейно независимы (т. е. пз каждого соот-

h 
н о ш е н и я вида У! atVi = О, где ь\ — рассматриваемые вектор-столб-

І = І 

цы, следует , что at = 0, і = 1, . . ., к), то х н а з ы в а е т с я крайним 
решением. Л и н е й н а я независимость г а р а н т и р у е т единственность 
р е ш е н и я д л я плоскостей , п е р е с е к а ю щ и х с я в точке (решения) , ком­
понентами которой я в л я ю т с я эти ненулевые з н а ч е н и я xt. Е с л и 
система задана в виде м н о ж е с т в а неравенств , то вершины соответ­
ствующего в ы п у к л о г о м н о г о г р а н н и к а могут с л у ж и т ь к р а й н и м и 
р е ш е н и я м и системы, полученной заменой неравенств на равенства . 
Эти в е р ш и н ы н а з ы в а ю т с я крайними точками м н о г о г р а н н и к а . Р а с ­
смотрим теперь , к а к и е у с л о в и я следует н а к л а д ы в а т ь на м а т р и ц у А 
д л я того, чтобы все экстремальные т о ч к и имели целочисленные 
координаты. 

Определение . Б а з и с о м м а т р и ц ы А размерностью m X п с ц е л о ­
численными элементами (назовем ее целочисленной матрицей), 
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m строк которой линейно независимы, я в л я е т с я набор из m столбцов, 
ранг которого равен т. 

Определение . Б а з и с А н а з ы в а е т с я у и п м о д у л я р п ы м , если его 
определитель равен + 1 и л и — 1 . 

Определение . Матрица А н а з ы в а е т с я вполне у п п м о д у л я р н о й , 
если к а ж д а я н е в ы р о ж д е н н а я подматрица .4 у н п м о д у л я р и а . 

З а п и ш е м 
X (А, Ь) = {х: Ах = Ъ, х > 0} 

и 
X* (А, Ъ) = {х: Ах^Ь, .г > 0) . 

Достаточным условием того, что к р а й н и е точки X (А, Ь) будут 
целочисленными п р и любом целочисленном векторе Ь, я в л я е т с я 
у и п м о д у л я р н о с т ь базиса . П о л ь з у я с ь п р а в и л о м К р а м е р а , можно 
решить систему относительно всех xt, и, так к а к определитель 
м а т р и ц ы коэффициентов , стоящий в знаменателе , равен ± 1 , a b имеет 
целочисленные компоненты, xt д о л ж н ы быть целочисленными. Д о к а ­
жем теперь , что у и п м о д у л я р н о с т ь я в л я е т с я и необходимым условием. 

Теорема 5.1 (Вейиот и Д а н и ц н г ) [36]. Если А — целочисленная 
матрица с линейно независимыми строками, то следующие утвержде­
ния эквивалентны: 

а) Каждый базис является унимодуляриым. 
б) Крайние точки X (А, Ъ) являются целочисленными при любом 

целочисленном Ъ. 
в) Каждый базис имеет целочисленную обратную матрицу. 

Доказательство а => б. Пусть В — базис , с в я з а н н ы й с ненуле­
выми компонентами хв к р а й н е й точки х из множества X (А, Ь). 
Тогда по предположению Вхв = Ъ и del В = ± 1 . Следовательно , 
по п р а в и л у К р а м е р а получаем , что хв — целочисленный вектор . 

б => в. П у с т ь В — базис , 1,- обозначает вектор-столбец, в кото­
ром на і-й п о з и ц и и стоит 1, а все остальпые элементы — н у л и , 
и пусть у — любой ц е л о ч и с л е н н ы й . вектор , такой , что 

z = у + В~Чі > 0. 

Т е п е р ь Bz = By -)- 1 г = Ъ — целочисленный вектор и z содержит 
ненулевые компопенты к р а й н е й т о ч к и множества X [А, Ь); следова­
тельно , z — целочисленный вектор . Т а к к а к л е в а я часть равепства 
z — у — В~Чі имеет целочисленные компоненты, і-й столбец м а т р и ­
ц ы В'1 целочисленный . Те ж е р а с с у ж д е н и я можно использовать п р и 
любом і, поэтому В~г — ц е л о ч и с л е н н а я м а т р и ц а . 

в => а. Пусть В — базис . Т а к к а к В и В'1 — целочисленные 
м а т р и ц ы , их определители д о л ж н ы быть н е н у л е в ы м и целыми чис­
л а м и , и из 

(det В) (del В*1) = 1 
следует , что 

det В = det В'1 = ± 1 . 
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Следствие (Хофман н Краска л ) . Если А — целочисленная матри­
ца, то следующие утверждения эквивалентны: 

а*) А — вполне унимодулярная матрица. 
б*) Крайние точки множества X* (А, Ь) являются целочислен­

ными при любом целочисленном. Ь. 
в*) Каждая невырожденная подм.атрица А имеет целочисленную 

о бр a m ну ю ма тр ицу. 

Доказательство. Д о п о л н и м /1 единичной матрицей , т ак что 
матрица А' — (А, I) имеет m с трок . Эти строки линейно независимы. 
Е с л и в теореме 5.1 вместо А использовать А', то у т в е р ж д е н и я этой 
теоремы в отношении А' э к в и в а л е н т н ы у т в е р ж д е н и я м следствия 
относительно А. Т а к и м образом, а ==> а*, так к а к если С — невы­
р о ж д е н н а я подматрица А, р анг которой равен (т — к), то базис В 
в А' можно получить путем перестановки строк: 

В 
С О, 

D Ік 

где I h — единичная матрица размерности к X к. Т а к и м образом, 
det В = del С и, следовательно , del В = ± 1 тогда и только тогда , 
когда det С = ± 1 . 

Т р а н с п о н и р о в а н н у ю м а т р и ц у А будем обозначать АТ. 

У п р а ж н е н и е 5 . 1 . П о к а ж и т е , что если одна из м а т р и ц А, Ат, —А 
вполне у и п м о д у л я р н а , то и остальные матрицььвполне у п п м о д у л я р н ы 

С л е д у ю щ а я теорема дает некоторые достаточные у с л о в и я у н н -
м о д у л я р п о с т н м а т р и ц ы А. 

Теорема 5.2 (Хеллер — Томпкннс) . Каждый базис .матрицы А 
является у ни модулярным, если строки А можно разбить на два 
непересекающиеся подмножества R± и R%, такие, что 

а) Каждый, столбец содержит не более двух ненулевых элементов. 
б) Каждый элемент равен О, + 1 или — 1 . 
в) Два ненулевых элемента в столбце, знаки которых совпадают, 

не входят в одно и то же множество Rt строк. 
г) Два ненулевых элемента в столбце, знаки которых не совпадают, 

входят' в одно и то же множество Rt строк. 

Доказательство. Теорема д о к а з ы в а е т с я по и н д у к ц и и . 

У п р а ж н е н и е 5.2. Заметим, что к а ж д ы й столбец матрицы коэффи­
циентов в транспортной задаче , приведенной в гл . 1, имеет два еди­
ничных элемента, а остальные р а в н ы н у л ю . Д о к а ж и т е , что эта 
м а т р и ц а у и п м о д у л я р н а и, следовательно , задача имеет целочислен­
ное решение . 

Предыдущие т р и р е з у л ь т а т а я в л я ю т с я специальным случаем 
общей идеи, в ы с к а з а н н о й Х е л л е р о м [26]. М а т р и ц а , в которой к а ж д ы й 
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базис , о б р а з о в а н н ы й столбцами, я в л я е т с я у н п м о д у л я р и ы м , рас ­
с м а т р и в а е м а я к а к множество столбцов, н а з ы в а е т с я унимодулярным 
множеством. Это приводит к общему определению у н н м о д у л я р н ы х 
множеств векторов в векторном пространстве (или элементов в сво­
бодной абелевой группе) . 

Определение . Множество /1 векторов в m-мерном пространстве 
я в л я е т с я у н п м о д у л я р и ы м , если д л я любого базиса в .4 р а з л о ж е н и е 
к а ж д о г о вектора из А по базисным векторам имеет коэффициенты 
— 1 , 0, 1. Очевидно, что если множество А у н и м о д у л я р н о , то у и н -
м о д у л я р и о i l к а ж д о е подмножество .4. 

Теорема 5.2а ( Х е л л е р ) . 
а) Множество ребер (т. е. одномерных граней, которые ориенти­

рованы в любом, направлении и рассматриваются как векторы) симплек­
са является унимодулярным. 

б) Унимодулярное множество размерности m содержит не более 
m (m - j - 1) элементов (не считая нулевого элемента), т. е. если оно 
содержит m (m - j - 1) элементов, то оно является максимальным.. 

в) Если унимодулярное множество А размерности m содержит 
m (m + 1) векторов (не считая нулевого вектора), то А является 
множеством ребер т-мерного симплекса. 

г) При m ^іг 4 существуют максимальные упимодулярные множе­
ства с числом элементов менее чем m (m - j - 1). 

У п о р здесь сделан иа м а к с и м а л ь н ы е множества , п о с к о л ь к у 
к а ж д о е подмножество у п п м о д у л я р н о г о множества тоже унимоду­
л я р н о . 

Выбор базиса среди ребер /«-мерного симплекса и представление 
части п л п всех о с т а в ш и х с я ребер в виде линейной комбинации эле­
ментов этого базиса дают множество столбцов / 1 , в котором к а ж д ы й 
базис у н п м о д у л я р е н . Н а п р и м е р , если в качестве базиса выбрать 
звезду (т. е. все ребра исходят из данной вершины) , то п о л у ч а е т с я 
матрица транспортной задачп ; если выбрать гампльтонов ц и к л 
ребер , то п о л у ч а е т с я матрица , в которой к а ж д ы й столбец состоит 
из н е с к о л ь к и х последовательных единиц, за которыми или перед 
которыми стоят последовательно несколько п у л е й . 

5.2. Задача о ранце [16] 

Одной пз простейших задач целочисленной оптимизации , которую 
можно представить алгебраически , я в л я е т с я л и н е й н а я задача , в кото­
р о й надо м а к с и м и з и р о в а т ь или минимизировать в неотрицательных 
ц е л ы х ч и с л а х линейное в ы р а ж е н и е при о г р а н и ч е н и я х в виде линей­
ных неравенств . З а д а ч а ф о р м у л и р у е т с я следующим образом. Н а й т и 

п 
ш а х 2 CjXj 
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п р и ограничении 

/1 cijXj-^.h, 
3=1 

где все Xj ^ 0 — цельте ч и с л а . В в е к т о р н о й записи задача состоит 
в том, чтобы м а к с и м и з и р о в а т ь сх п р п о г р а н и ч е н и и Ах <; Ъ, где 
с = (с г , . . ., сп), хт = (хх, . . ., хп)т, А = (ах, . . ., а л ) и компоненты 
вектора х — неотрицательные целые ч и с л а . Н а з в а н и е задачи дано 
но одной частной ф о р м у л и р о в к е , состоящей в том, что в р а н е ц 
емкостью Ъ надо у п а к о в а т ь п видов предметов с весами сх, . . ., сп 

и р а з м е р а м и а±, . . ., ап соответственно т а к , чтобы з а г р у з к а р а н ц а 
была м а к с и м а л ь н о й . 

Естественно , что предметы с н а и б о л ь ш и м весом на единицу 
объема следует у п а к о в ы в а т ь в п е р в у ю очередь , оставшийся объем 1 

надо з а п о л н я т ь предметами со следующим по величине весом на 
единицу объема п т . д. Поэтому без потери общности можно п р и н я т ь , 
что предметы у п о р я д о ч е н ы следующим образом: 

. £ ! . > . £ ! _ > . . . > . £ » - . 
аЛ а2 ап 

Выше у ж е у п о м и н а л о с ь следующее определение . 

Определение . Л е к с и к о г р а ф и ч е с к и м упорядочением во множестве 
векторов одинаковой размерпостп н а з ы в а е т с я упорядочение векто­
ров по величине первых компонент , а если они р а в н ы , то по величине 
вторых компонент и т. д . ; вектор с большей компонентой считается 
большим. 

Т а к , (3, 7, 1) при л е к с и к о г р а ф и ч е с к о м у п о р я д о ч е н и и больше, 
чем (2, 10, 50), и меньше, чем (3, 8, 0). 

И с п о л ь з у е м этот подход п р и решении задачи об у п а к о в к е р а н ц а . 
С н а ч а л а построим л е к с и к о г р а ф и ч е с к и н а и б о л ь ш и й вектор .г- = 
= (хх, . . ., хп), затем следующий по величине вектор п будем п р о ­
д о л ж а т ь , пока не достигнем х = 0. Т о т факт , что л е к с и к о г р а ф и ч е с к и 
н а и б о л ь ш и й вектор не обязательно обеспечивает максимум, очевиден 
из п р п м е р а задачи м а к с и м и з а ц и и в ы р а ж е н и я 

Sx, - j - 5х„ + хл 

при ограничении 
За^ + 2х2 + хя ^ 1 3 . 

где xt > 0, і = 1, 2, 3,— целые ч п е л а . Здесь s / 3 > 5 / 2 > 1 и л е к с и к о ­
графически н а и б о л ь ш и й вектор п о л у ч а е т с я путем в ы ч и с л е н и я ц е л о й 
части 13/3, т. е. наибольшего целого , не превышающего 13/3; это 
число равно 4. Остается 13 — 4-3 = 1. З а д а ч а теперь состоит в том, 
чтобы р а с п р е д е л и т ь 1 среди о с т а в ш и х с я переменных , т. е. решаем 
у р а в н е н и е 2х2 -f- xs = 1, что можно сделать , п о л о ж и в х2 = 0, 
хя = 1. Т а к и м образом, (4, 0, 1) — ИСКОМЫЙ в ектор . Н о если в з я т ь 
,TL = 3 и решать у р а в н е н и е 2х„ - f х3 = 4, то н а и б о л ь ш и й вектор 

1 5 - 0 1 0 3 7 
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будет иметь впд (3, 2, 0). В ы ч и с л я я целевую функцию на этих векто­
рах , получаем, что вектор (4, 0, 1) дает д л я этой ф у н к ц и и значе ­
ние 33, а (3, 2, 0) — значение 34. Второе решение я в л я е т с я м а к с и ­
м а л ь н ы м , что легко проверить перебором. 

Н а и б о л ь ш е е в смысле лексикографического у п о р я д о ч е н и я реше-
, . . ., х°п) п о л у ч а е т с я следующим образом: 

71-1 

Ь- У] а,Х] 

Е с л и найден л е к с и к о г р а ф и ч е с к и у п о р я д о ч е н н ы й вектор хг, кото­
рый я в л я е т с я решением, н а и б о л ь ш и й вектор хг+1, меньший хг п р н 
таком у п о р я д о ч е н и и , который т а к ж е я в л я е т с я решением, п о л у ч а е т с я 
уменьшением последней п о л о ж и т е л ь н о й компоненты хг на единицу 
и затем увеличением следующей компоненты на м а к с и м а л ь н о воз ­
м о ж н у ю величину и т. д. Е с л и п р и этом ограничение не в ы п о л н я е т с я , 
то п о с л е д н я я компонента хг у м е н ь ш а е т с я на два п процесс продол­
ж а е т с я . Ч т о б ы н а й т и м а к с и м у м , надо перебрать все векторы от н а и ­
большего до наименьшего , т. е. до х — 0. Однако нет необходимости 
выписывать все векторы в л е к с и к о г р а ф и ч е с к о м п о р я д к е . Здесь будет 
дай способ отбора к а к можно меньшего чпсла векторов . Заметим, 
что если X* > 0 — п о с л е д н я я о т л и ч н а я от н у л я компонента x t , а 

xs+i ~ • • • = х п = ®> 

и если определить вектор у1 т а к , что ои совпадает с хг, за исключением 
того , что 

у\ = х\-1>0, 

то максимум 2 cjxj будет иметь вид 3=1 

= 1 3 = 1 

П р н этом и г н о р и р у е т с я условие целочпслениостп a: s + 1 , . . ., хп 

71 

и учитывается , что c s + 1 / a s + 1 ^ . . . ^ сп/ап н b — 2 ajlj) — остаю-
3=1 

щ а я с я емкость . П р и н а л и ч и и т р е б о в а н и я целочпсленпости максимум 
не может превышать б 1 . Т е п е р ь если х* доставляет максимальное 
значение среди всех векторов , которые стоят по п о р я д к у раньше хг, 
и если о1 сх*, то пет необходимости рассматривать все векторы х, 
первые s компонент которых совпадают с соответствующими компо­
нентами у1. Т а к и м образом, если ог ^ сх*, п р и н и м а е т с я хг+1 = уг 

и процесс п р о д о л ж а е т с я . Е с л и б' > сх*, то в качестве хг+1 выби­
р а е т с я следующий в лексикографическом п о р я д к е вектор [2, 4а , 16а ] . 
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О т п р а в л я я с ь от л е к с и к о г р а ф и ч е с к и наибольшего векторного реше­
н и я о:1 = (4, 0, 1) в рассмотренном выше примере , получаем х\ = 
= 1 > 0, уі = х\ — 1 ^ 0. Т а к и м образом, у\ = 4, уі = 0, у\ = 0. 
К р о м е того , цу\ = 32, с 2 / а 2 (13 — 4 X 3) = 5 / 2 , б 1 " = 32 + 5 / 2 = 
= 34,5, а 34,5 4- 33, где 33 означает максимальное значение , соот­
ветствующее X* = (4, 0, 1). Т а к и м образом, выбираем следующий 
в л е к с и к о г р а ф и ч е с к о м п о р я д к е вектор , у д о в л е т в о р я ю щ и й ограниче­
н и ю . Это вектор (3, 2, 0), который дает значение 34. Снова получаем 
х\ = 3, х\ = 2, х\ = 0; у\ = 3, у\ = 1, у\ = 0; сгу\ = 24, с 2г/; = 5. 
Отсюда 

Ô2 = 29 + | - [ 1 3 - ( 3 X 3 + 1 X 2)] = 34, 

т. е. это то ж е значение , которое дает вектор х"-. Поэтому выбираем 
х3 = у2 = (3, 1 ,0) , откуда получаем у3 = (3, 0, 0), б 3 = 24 -f- 1 X 
X (13 — 3 X 3) = 28 < 34. Отсюда следует , что в качестве а л н у ж н о 
брать вектор (2, 3, 1), который дает величину 31 . П о л у ч а е м у1 = 
= (2, 3, 0) и б'1 = 31 + 5 / 2 ( 1 3 - 1 2 ) = 33,5 < 34, откуда вытекает , 
что вектор х& = (2, 3, 0) я в л я е т с я следующим в лексикографическом 
п о р я д к е вектором. Он дает в е л и ч и н у 31 . Теперь у5 = (2, 2, 0) 
б 5 = 29 < 34 и Xе = (2, 2, 0). Снова х1 = (2, 1, 5) дает значение 26' 
if = (2, 1, 4), б 7 = 25 < 34, xs = (2, 1, 4), = (2, 1, 3) и т. д'. 

У п р а ж н е н и е 5.3. М а к с и м и з и р у й т е в неотрицательных ц е л ы х 
числах в ы р а ж е н и е 

2хх + 7 х 2 -f- 3.2-g - f х4 

п р и ограничении 

6хг + 3:r2 -f- 2.Т3 + х4 < 20. 

Ответ: (0, 6, 1, 0). 

Е с л и ц е л ь ю з а д а ч и я в л я е т с я м и н и м и з а ц и я , то с н а ч а л а р а с ­
п р е д е л я е т с я п е р е м е н н а я с наименьшим относительным весом п т. д. 
(Заметим, что задача м и н и м и з а ц и и может быть решена путем з ш п о ж е -
и и я целевой ф у н к ц и и на —1 и последующей максимизацией . ) 

У п р а ж н е н и е 5.4. П о к а ж и т е , что решением задачи м и н и м и з а ц и и 
в ы р а ж е н и я 

х± 4~ х% - j - Хд -у- х^ - j - хъ -f- х0 

п р и ограничении в виде равенства 

16хг + 17а-2 4 23.г 3 + 2 4 я 4 + 39х 5 4 - А0х0 = 100, 

где Xj ^ 0, і = 1, . . ., 6,— целые числа , я в л я е т с я вектор (2, 4. 0, 
0, 0, 0). 

Это а л г е б р а и ч е с к а я ф о р м у л и р о в к а задачи , п р и в е д е н н а я в ж у р ­
нале «New Yorker» за а п р е л ь 1967 г. В задаче требуется определить 

15* 
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число стрел , которое надо использовать д л я того, чтобы н а б р а т ь 
100 очков на мшпенн , и з о б р а ж е н н о й на фиг. 5 .1 . Заметим, ч т о , 

Ф и г . 5.1. Сколько необходимо стрел, чтобы набрать ровно 100 очков? 

п о с к о л ь к у существует единственное решение , здесь не т р е б у е т с я 
определять наименьшее число стрел . 

У п р а ж н е н и е 5.5. М а к с и м и з и р у й т е в ы р а ж е н и е охг — х„ при огра ­
н и ч е н и я х 

—5xx — 4x 2 sC. —10, 

тде xh i = 1, 2 , — целые ч и с л а . 

Оптимальное решение ( 1 , 2). Указание. Приведите о г р а н и ч е н и я 
к виду 

• 2.Х о ~\~ = О. 
—5хг — Ахг + Хц — хе = —10. 

2зс^ ~\~~ ^ •> ~т~ Б — ' • 

З а т е м исключите все переменные, кроме одной. Оптимальное реше­
ние имеет вид ( 1 , 2, 4, 3, 1, 0). 

У п р а ж н е н и е 5.6. М а к с и м и з и р у й т е в ы р а ж е н и е 2>хг + х„ п р и о г р а ­
н и ч е н и я х 

2хх + З.т2 ^ 6, 

где xh i = 1, 2 , — целые числа . 
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5.3. Общее линейное программирование 

Симплекс-метод — наиболее ш и р о к о исполь зуе мый метод реше­
н и я задач линейного п р о г р а м м и р о в а н и я п р и отсутствии требований 
целочислениости . Однако модификации этого метода и с п о л ь з у ю т с я 
и- 1 3 , , ,пелочпслепн^і__програлімированиі і . В а ж н о п о н я т ь ход этого 
процесса , чтобы быть подготовленным к "использованию его в после­
д у ю щ и х р а з д е л а х д л я р е ш е н и я целочисленных задач . 

В задаче линейного п р о г р а м м и р о в а н и я требуется м а к с и м и з и ­
ровать функцию / , н а з ы в а е м у ю целевой функцией, п р и н а л и ч и и 
л и н е й н ы х ограничений gt, і = 1, . . ., m, о которых говорилось 
в разд . 5 .1 , т. е. 

/ (х) = сгхг + . . . + спхп 

и 
ёі (х) ^ 0 или аІЛхг + . . . + аіпхп — bt < О, 

i = 1, . . ., m, Xj ^ 0, j = 1, . . ., n. 

Здесь эта хорошо и з в е с т н а я задача не р а с с м а т р и в а е т с я , будет 
дай только к р а т к и й обзор симплекс-метода , который наиболее часто 
и с п о л ь з у е т с я д л я р е ш е н и я т а к и х задач . Этот метод т а к ж е пногда 
и с п о л ь з у е т с я в качестве вспомогательного средства п р и р е ш е н и и 
задач нелинейного п р о г р а м м и р о в а н и я . 

В з а д а ч а х линейного п р о г р а м м и р о в а н и я область допустимых 
значений, к о т о р а я определяется о г р а н и ч и в а ю щ и м и неравенствами , 
представляет собой м н о г о г р а н н и к (так к а к все gt л и н е й н ы и, следо­
вательно , я в л я ю т с я г и п е р п л о с к о с т я м и в 7г-мерном пространстве ) ; 
ц е л е в а я ф у н к ц и я определяет гиперплоскость в (n -f- 1)-мерном про­
странстве . Д л я к а ж д о г о постоянного з н а ч е н и я / п о л у ч а е м л и н и ю 
у р о в н я в 7і-мерном пространстве . В е й л ь п о к а з а л , что решение н а х о ­
дится на г р а н и ц е и обычно я в л я е т с я в е р ш и н о й м н о г о г р а н н и к а . Это 
интуитивно ясно в случае трехмерного пространства . Е с л и п р о и з ­
водится м а к с и м и з а ц и я , то л и н п я у р о в н я , п р о х о д я щ а я через в е р ш и н у , 
в которой достигается м а к с и м у м (ЛИНИИ у р о в н я могут п о к р ы в а т ь 
?г-мерное пространство) , н а х о д и т с я на наибольшем р а с с т о я н и и от 
н а ч а л а координат . Очевидно, что п р и отыскании р е ш е н и я можно 
п р о в е р и т ь все в е р ш и н ы , так к а к их число конечно . Однако на п р а к ­
тике и с п о л ь з у ю т с я методы, которые быстрее дают решение . 

Н а фиг. 5.2 дано геометрическое представление следующей задачи 
линейного п р о г р а м м и р о в а н и я : требуется м и н и м и з и р о в а т ь в ы р а ж е н и е 

30хг - j - 50а: 3 

п р и н а л и ч и и ограничений 

150хг + 200х.2 > 200, 

14.TJ + іх2 С 14, 

Хт х„ ^ 0. •* 
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У п р а ж н е н и е 5.7. Н а й д и т е , в к а к о й из в е р ш и н м н о г о у г о л ь н и к а , 
определенного о г р а н и ч е н и я м и , достигается минимум. 

В м а т р и ч н о й форме задача линейного п р о г р а м м и р о в а н и я ставится 
следующим образом: н а й т и вектор-столбец х У 0, т. е. с компонен­
тами Xj ^ 0, j = 1, . . ., п, который удовлетворяет о г р а н и ч е н и я м 
Ах b, а т а к ж е м а к с и м и з и р у е т л и н е й н у ю функцию сх, где А = 
= (аи), і = 1, . . ., m, j = 1, . . ., п, с = (су, . . ., сп), ab — в ектор -
столбец с компонентами Ь 1 ? . . ., Ът. С исходной задачей , к о т о р а я 

Ф и г. 5.2. 

называется прямой, связана обратная , и л и двойственная, задача 
уА^с, у > 0; уЪ достигает м и н и м у м а , где у = {yL, . . ., ут). 

В хорошо известной в линейном программировании теореме 
двойственности утверждается , что если п р я м а я и обратная задачи 
имеют решение, что значения целевых ф у н к ц и й в обеих задачах 
в оптимальной точке совпадают. Решение одной задачи может быть 
получено из решения д р у г о й . Иногда д л я облегчения вычислений 
удобнее решать двойственную задачу . 

П р и использовании симплекс-метода Д а и ^ ц и г а д л я решения задач 
линейного программирования сначала выбираются базисные иг-мер-
иые векторы, где m— число неравенств. Б а з и с ы выбираются после­
довательно, пока , наконец, ие получится базис, к о т о р ы й я в л я е т с я 
решением задачи. С к а ж д о й итерацией, т. е. переходом к новому 
базису , значение целевой функции п р и б л и ж а е т с я к оптимальному 
значению, возможному при итерациях в области д о п у с т и м ы х значе­
н и й , и л и , в худшем случае , не изменяется . Т а к как число возможных 
базисов конечно, очевидно, что, за исключением патологических с л у ­
чаев (например, з ацикливание процесса, когда базисы начинают 
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п о в т о р я т ь с я ) , оптимум достигается за конечное число ш а г о в . Суще­
ствуют методы, предназначенные д л я того, чтобы избегать т а к и х 
з а т р у д н е н и й . Здесь будет и з л о ж е н а ч а с т ь теории и даны п р и м е р ы 
и с п о л ь з о в а н и я симплекс-метода . Н и ж е с л е д у ю щ а я теорема существо­
в а н и я хорошо известна . 

Теорема 5.3. Если существует одно допустимое решение, то 
существует допустимое решение (называемое базисным допустимым, 
решением) с не более чем m точками Р(, имеющими положительные 
веса Х(, и не менее чем с п — ??г точками Pt с весами xt = 0. 

Замечание. Б а з и с н о е решение н а з ы в а е т с я вырожденным, е сл и 
х о т я бы одпп вес хі: соответствующий базисному вектору , равен н у л ю . 

Теорема 5.4. Если значения целевой функции на классе допустимых 
решений имеют конечную верхнюю границу, то существует макси­
мальное допустимое решение, которое является базисным допустимым 
решением. 

Симплекс-метод будет пспользовап п р и решении задачи , п р и в е ­
денной д л я и л л ю с т р а ц и и . Чтобы р а з ъ я с н и т ь идеи, здесь п р и в о д я т с я 

подробные в ы ч и с л е н и я . Т а б л и ч н ы й метод будет п р о и л л ю с т р и р о в а н 
в одном из последующих разделов на примере р е ш е н и я задачи 
квадратичного п р о г р а м м и р о в а н и я . Множество ограничений в задаче 
задано неравенствами 

а л и н е й н а я форма ( ф у н к ц и я стоимости) , которую надо минимизи­
р о в а т ь , имеет вид 

2хг + 9 х 2 -J- х3. 

Г е о м е т р и ч е с к а я и н т е р п р е т а ц и я этой задачи дана на фиг. 5.3. 

Вектор -решение 

(6,0,0) 

Ф п г. 5.3. 

хг + 4а: 2 + 2х3 ^ 6, 
оХу —\- Xt} ~\~ 2х3 5, 

Х і > 0, " I = 1, 2, 3, 
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1. З а м е н я е м ограничивающие неравенства на равенства путем 
в в е д е н и я вспомогательных неотрицательных переменных 

хЛ + 4 х 2 -f- 2а:з — ж 4 = 6, 
3.2^ ~J~~ £f£ ~\~ 5 ; 

~2х1 — 9.r2 — х3 = max, 9 
где 

*4 S О н . т 5 > 0 — вспомогательные переменные. 
З а п и с ы в а е м м а т р и ц у 

г 1 4 2 - 1 
l ^ l i ^ 2 ' ^ З і ^4> ^ВІ PQ\ = g .| 9 Q 

Сх = —2, с 2 - —9, с3 = — 1, с 4 = 0, с 6 = 0. 
3. Н а ч и н а е м выбор базиса , который п р е д с т а в л я е т собой м н о ж е ­

ство линейно независимых векторов (т. е. определитель м а т р и ц ы , 
составленной пз этих векторов , не равен нулю) ; любой д р у г о й вектор 
м о ж н о представить в виде л и н е й н о й комбинации базисных векторов . 
Л и н е й н а я к о м б и н а ц и я веічторов Р1пР2, н а п р и м е р , з аписывается в виде 
аР± -f- ЬР2, где a n b — действительные ч и с л а . К а к видно из м а т р и ц ы , 
в данном случае д л я о б р а з о в а н и я базиса н у ж н ы два вектора . 

Замечание. И с п о л ь з о в а н и е в качестве базиса множества искус ­
ственных векторов позволит и з б е ж а т ь на н а ч а л ь н о м этапе выбора 
недопустимых векторов , т. е. множества векторов , д л я которых соот­
ветствующие переменные принимают отрицательные з н а ч е н и я . П р о ­
стым примером базиса из искусственных векторов я в л я е т с я (1,0) и (0/1). 

П р е д п о л о ж и м , что в качестве начального базиса в ы б р а н ы Р± 
п Р2. В ы р а з и м Р0 в виде их линейной комбинации . ( Н и ж е п о к а з а н о , 
к а к это делать . ) В данном случае п о л у ч а е м Р0 = 1 4 / 1 1 Р 1 + " / ц ^ Ѵ 
В этой задаче ф у н к ц и я стоимости будет о т р и ц а т е л ь н о й п р и п о л о ж и ­
тельных Xj. Следовательно , если д л я вектора Р0, представленного 
в виде к о м б и н а ц и и выбранных базисных векторов , п о л у ч и т с я п о л о ж и ­
тельное значение ф у н к ц и и стоимости, то по к р а й н е й мере один 
базисный вектор следует изменить . И т а к , в ы р а ж а я оставшиеся в е к ­
торы в впде л и н е й н о й к о м б и н а ц и и Р^ и / Л , получим 

РІ РІ 

Рі 1 0 
0 1 
6 4 

Рз 11 11 

Р, 
1 

11 
3 

~" 11 

Ръ 
4 

~ 11 
1 

• 11 
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Пусть ß ; j - — коэффициент в в ы ш е у к а з а н н о й таблице , первый 
индекс которого совпадает с индексом вектора , определяющего 
в е р х н и й вход в т а б л и ц у , а второй индекс совпадает с индексом 
вектора , определяющего вход в т а б л и ц у слева . Н а п р и м е р , чтобы 
п о л у ч и т ь Рй в виде линейной к о м б и н а ц и и Рг и Р 2 , з аписываем 
Р4 = aPY - j - ЬР2. Заметим, что ß 1 4 = a, ß 2 4 = b.Чтобы п о к а з а т ь , 
к а к п о л у ч а ю т с я а и Ь, запишем соотношение между векторами 

г ? ] — й + » с î ] - с І ] + с t j - 1 • 

П р и р а в н и в а я к о о р д и н а т ы в к р а й н е м правом и к р а й н е м левом 
в е к т о р а х , получаем —1 = а + 45, 0 = За 4- Ь. Р е ш а я эти два 
у р а в и е п и я совместно относительно а и Ь, находим а = b = 
= — 3 / 1 1 . А н а л о г и ч н о все д р у г и е в е к т о р ы п р е д с т а в л я ю т с я в виде 
линейных комбинаций базисных векторов Рг н Р2. 

4. Рассмотрим Zj = ß 1 J c 1 + ß 2 J - c 2 (/ = 1, . . ., 5). 
Замечание. В общем случае , если базисные векторы имеют индексы 

р, q, г и т. п . , з аписываем 

Z j = ß p ^ P H Ь ß r j C r ~Ь • • • , 

= C l = —2 сравниваем с с, -•- — 2, 

z 2 
= c 2 

= — 9 сравниваем с с2 — 9, 

Z 3 
6 . 

= n C i + 

4 
Ï T C 2 

48 
= — j j сравниваем с с 3 = 1, 

z 4 

1 3 25 
= ту сравниваем с 0, 

z 5 

4 
- - n

c i 
1 

= —-Q - сравниваем с с 5== 0. 

Сравниваем Zj с с,-, к а к у к а з а н о . 
Е с л н Zj 54' C j п р и всех / , то процесс о к а н ч и в а е т с я , т. е. Р0 = 

= Ы/11Р1 + 1 3 / ц - Р 2 , а стоимость (при м а к с и м и з а ц и и о т р и ц а т е л ь н а я ) 
будет з а д а в а т ь с я следующим образом: если Р0 = аР^ 4- /JP2, ТО 
стоимость равна асг -\- Ьс2. В этом случае получаем 

14 , п ч . 13 , m 145 
п ( - 2 ) + Г Т ( _ 9 ) = ~ТГ е д и ы и Ч 

т. е. 11 единиц в качестве минимума целевой ф у н к ц и и . Е с л и п р о ­
изводится непосредственная м и н и м и з а ц и я целевой ф у н к ц и и , то к р и ­
терием д о л ж н о с л у ж и т ь соотношение ZJ^CCJ. . 

Замечание. Очевидно, что Zj < Cj при некотором ;'. Рассмотрим 
максимум (cj — zj). В данном случае с3 — z 3 = ш а х . Поэтому п р и 
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выборе следующего базиса с Р3 н у ж н о использовать Р± и л и Р2. 
Вопрос об и с п о л ь з о в а н и и Рх п л и Р2 р е ш а е т с я следующим методом 
(если cj I.>- zj п р и всех / и ß ; j - <.. О п р и всех і, то максимальное допу-
стшмое решение бесконечно) . 

5. П р е д с т а в л я е м Р0 в виде л и н е й н о й к о м б и н а ц и и Рх и Р2: 

П р е д с т а в л я е м Р3 в виде л и н е й н о й к о м б и н а ц и и Рх и Р2 и у м н о ж а е м 
на Ѳ: 

В ы ч и с л я е м разность первого н второго у р а в н е н и й 

' -«> .+(п-пв)* '+(п-п»)^ 
Выбираем 

Q . ( 14/11 13/11 \ 14 
Ѳ = т ш ( - 6 7 Т Г ' ^ Л Г ) = 1 Г -

Следовательно , получаем 

Р< = Т Р ' + Т Р » 

Н о в ы й базпс будет состоять пз Р2 и Р3. Ф у н к ц и я стоимости в этом 
случае принимает значение 

14 . 2 14 , . 2 , 0 . 32 

что, очевидно, я в л я е т с я у л у ч ш е н и е м по сравнению с предыдущим 
значением, т ак к а к р е ш а е т с я задача м а к с и м и з а ц и и . 

Замечание. В общем случае , если Р0 = ахРх + . . . + aqPq, 
Рх, . . ., Pq — базисные векторы и Cj — Zj = max, в число базисных 
векторов надо в к л ю ч и т ь Pj, р а в н ы й 

PJ = ß i A + - • ' + Р Л 
а затем выбрать 

Т а к и м образом, один из векторов в соотношении 

Р0 = QP} + К - 0 ß i ; ) Рг + . . . + (ая — Öß f fj) 1\ 

и с к л ю ч а е т с я . 
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6. П р е д с т а в л я е м остальные векторы в виде линейной комбина­
ц и и Р2 и Р3: 

Рг Рз 

Рі 
2 

— Т Г 
11 
6 

\ 0 
Рз 0 1 

Рі 
1 
3 

1 
6 

Р5 

1 
3 

2 
3 

* І = ( - Т ) ( - 9 ) + ^ - 4 ) = 

z 2 — с 2 

z 3 = с 3 

^ = ( - і ) ( - 9 ) + | ( - 1 ) : 

Z 5 = ( | ) ( - 9 ) - | ( - l ) : 

ß 3 J C 3 ' 

25 
6 сравниваем с — 2 

- 9 сравниваем с с 2 = — 9, 
— 1 сравниваем с с3 = 1, 
17 
6 

сравниваем с о, 

7 
~~ T сравниваем с 0. 

Здесь получаем с 5 — s5 = max. Следовательно , i J

2 и л и i J

3 надо 
заменить на Ръ п р и следующем выборе базиса . Ч т о б ы произвести 
выбор , з апишем 

^ о - " б ^ a - r - g - i 2 , 

ѲІ>5 = - Ѳ - | Р 8 + 0 4-^2. 

В ы ч и т а я второе равенство из первого , получаем 

Т а к и м образом, 0 = 1, т ак к а к р а с с м а т р и в а ю т с я только з н а ч е н и я ß £ j , 
большие и у л я . Это дает 

и ф у н к ц и я стоимости равна 

1 х 0 + ^ х ( - 1 ) = - 3 , 

что больше предыдущих значений . 
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7. Снова представляем оставшиеся векторы в впде линейной 
комбинации Р3 n Ръ: 

Рз Рь 

Рі 
1 
2 

—2 

2 3 
р3 1 0 

Рі 
1 
2 —1 

0 1 

раз zj = ß s j ^ + ßsjQ; 

1 сравниваем с 9 

z 2 = — 2 сравниваем с с 2 = — 9, 
z 3 = — 1 сравниваем с с3 = — 1, 

1 сравниваем с Сі = 0, 

z 5 = 0 сравниваем с Съ = 0. 

Очевидно, что все Zj ^ с;, и это решение я в л я е т с я окончательным. 
Д р у г и м и словами , п о с к о л ь к у Р0 — 18/еР3 + Рь, получаем (хх, х2, 
х3, х4,х-а) = (0, 0, 1 8 / 0 , 0, 1). П о л п а я стоимость равна 3 (если требуется 
получить минимум, знак изменяется на обратный) . Вектор Рь, имею­
щ и й н у л е в у ю стоимость, ничего не вносит. Н е т предмета, который 
соответствовал бы ему. Н а фиг. 5.3 вершниа (0, 0, 3) представляет 
собой решение . 

Следует отметить, что симплекс-метод не г а р а н т и р у е т целочнс-
ленности компонент вектора р е ш е н и я . Н е т н и к а к и х оснований 
заранее считать , что л ю б а я в е р ш и н а . м н о г о г р а н н и к а , п р е д с т а в л я ю ­
щ а я собой допустимое решение , д о л ж н а иметь целочисленные коор ­
динаты. А п п р о к с и м а ц и я значений координат ц е л ы м и ч и с л а м и не 
обязательно дает допустимый вектор , т а к к а к в е р ш и н а , в которой 
достигается решение , может быть б л и ж а й ш е й к точке с целочислен­
ными координатами , л е ж а щ е й вне области допустимых решений , 
а б л и ж а й ш а я в области допустимых значений точка с целочислен­
ными к о о р д и н а т а м и может л е ж а т ь так д а л е к о , что а п п р о к с и м а ц и я 
о к а ж е т с я неоправданной . 

Решение двойственной задачи 

Е с л и базис , дающий максимальное решение п р я м о й з а д а ч и , 
получен п р и помощи симплекс-метода , то решение двойственной 
задачи н а х о д и т с я следующим образом. П у с т ь В — матрица , столбца-
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ми которой я в л я ю т с я базисные векторы, дающие решение , с обрат­
ной матрицей В'1, а С* — вектор стоимости, соответствующий базис ­
ному решению. Тогда решением двойственной задачи я в л я е т с я 
вектор у = С*В~1, компоненты которого составляют решение 
(Уѵ • • - Ут)-\ 

Доказательство. Заметим, что z;- = С* (В~1А). Т а к к а к Zj — с,- ^ 
^ 0, имеем С* (В~^А) — с ^ 0. Последнее соотношение после под­
становки у = С*В~1 переходит в у А — с ^ 0 и л и у А ^ с, а это 
и есть двойственная задача . 

Е с л и поставлена задача линейного п р о г р а м м и р о в а н и я с т р е м я 
о г р а н и ч е н и я м и и п переменными, то можно п о л у ч и т ь симплексное 
решение путем перехода к двойственной задаче , к о т о р а я р е ш а е т с я 
геометрически . Ч т о б ы п о к а з а т ь это, п р е д п о л о ж и м д л я простоты, 
что (ух, у2, у3) — в е л п ч п н ы , с о с т а в л я ю щ и е решение . Тогда Р1: Р2 

и У?з — базисные векторы в симплексном решении двойственной 
задачи . Е с л и теперь в з я т ь подматрицу , составленную из этих векто­
ров , из исходной м а т р и ц ы з а д а ч и и а й т и обратную к ней м а т р и ц у , 
у м н о ж и т ь на вектор , компонентами которого я в л я ю т с я стоимостные 
коэффициенты, соответствующие Рг, Р2, Р3, то п о л у ч и т с я решение 
(хх, х2, х3) п р я м о й задачи , т. е. 

(хх, х2, х3) = Вектор стоимости X В'1. 

Е с л и з н а ч е н и я хх, х2 п х3 известны, соответствующие векторы 
матрицы образуют базис , п р и в о д я щ и й к решению п р я м о й з а д а ч и . 
Аналогичные р а с с у ж д е н и я применимы и в более простом случае 
двух ограничений в п р я м о й задаче . 

Упражнение 5.8. И с п о л ь з у я описанный выше спмплекс-метод, 
п о к а ж и т е , что в ы р а ж е н и е 

достигает минимума в точке (0, 7 / 2 0 , 5 1 / 4 0 ) п р и н а л и ч и и ограничений 

Ахх - j - х2 -f- 6.Т3 ^ 8 , 

Зхх + 1х2 + 2х3 > 5 , 

Упражнение 5.9. Получите решение у п р а ж н е н и я 5 . 8 геометриче­
с к и , т. е. начертите р и с у н о к , д а ю щ п й решение задачи . 

Упражнение 5.10. Сформулируйте з а д а ч у , двойственную к преды­
дущей ; получите решение геометрическим и а л г е б р а и ч е с к и м путем, 
и с п о л ь з у я решение п р я м о й задачи . 

Обосповаппе симплексного решения 

1. Д л я р е ш е н и я з а д а ч и м а к с и м и з а ц и и / = сх п р н о г р а н и ч е н и и 
Ax^Cb, X ^ 0, введем вспомогательные переменные х п + 1 , . . ., х п + т 

с соответствующими стоимостными коэффициентами с п + 1 = . . . 
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. . . — с п + т = 0. Тогда задача принимает вид: м а к с и м и з и р о в а т ь 
/ = сх п р и ограничении [А; I] х = b ^ 0, где теперь с = {сх, . . ., сп, 
с п + 1 , . . ., сп+т}, хт= {хг, . . ., хп+т} > 0 и J — единичная матрица 
размерностью m X т. 

2. И с п о л ь з у е м тот факт , что решение задачи линейного п р о г р а м ­
м и р о в а н и я достигается в одной из в е р ш и н области , определенной 
о г р а н и ч е н и я м и , п что в любой вершине 7г нз (п + ?п) компонент 
р а в н ы н у л ю . Остальные 7??. компонент вектора х, которые могут 
п р и н и м а т ь п о л о ж и т е л ь н ы е з н а ч е н и я , образуют «базпс», и симплекс­
ный метод по сз 'ществу з а к л ю ч а е т с я в переходе от одной вершины 
к с о п р я ж е н н о й . П р и этом множество ненулевых компонент меняется 
за счет того , что в «старом» базисе одпа нз них п о л а г а е т с я р а в н о й 
н у л ю , а вместо нее выбирается ненулевой д р у г а я компонента , п р е ж д е 
р а в н а я н у л ю . П е р е х о д от данного базиса к новому о с у щ е с т в л я е т с я 
т а к и м образом, чтобы в ы п о л н я л и с ь о г р а н и ч е н и я и у в е л и ч и в а л а с ь 
ц е л е в а я ф у н к ц и я / . Возможность перехода от некоторой в е р ш и н ы 
к с о п р я ж е н н о й т а к , чтобы п р и этом в ы п о л н я л и с ь о г р а н и ч е н и я , 
г а р а н т и р у е т с я ввиду в ы п у к л о с т и «области допустимых значений», 
определяемой о г р а н и ч е н и я м и . Е с л и базисное решение в ы р о ж д е н н о е , 
то можно изменить базис , не у в е л и ч и в а я / . 

Н и ж е дается краткое и з л о ж е н и е симплекс-метода . Обозначим 
пробное решение , выбранное в некоторой точке в ходе итеративной 
п р о ц е д у р ы , через х, а х' определим так , что 

т. е. х' представляет собой п е р е г р у п п и р о в к у координат х, т а к у ю , 
что у — базис , в ы б р а н н ы й д л я пробного р е ш е н и я , а у с о д е р ж и т 
компоненты х, не в х о д я щ и е в базпс (ijj = 0, / = 1, . . ., 7г ) . 

Аналогично определив соответствующие п е р е г р у п п и р о в к и э л е ­
ментов м а т р и ц с и [А; Л , можно записать 

Теперь ж е л а т е л ь н о изменить одну из компонент у т а к , чтобы 
п р о и з о ш л и следующие события: 

1. / возрастает . 
2. Ограничение (5.2) по -прежнему в ы п о л н я е т с я . 
3. Одна из компонент у о б р а щ а е т с я в н у л ь , но ограничение 

X ^ 0 в ы п о л н я е т с я . Ограничение (5.2) влечет за собой т р е б о в а н и е , 
состоящее в том, что п р и любом изменении Ау вектора у 

х'Т={УТ\ Ут}, 

f = су - ь су, 

b = Ay + Ay. 

(5.1) 

(5.2) 

Ab = ÄAJ+ A Ay = 0, (5.3) 
или 

(А)~1ААу= - DAy, (5.4) 
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где 

D = {Â)-1Î (5.5) 

и существование (А)'1 г а р а н т и р у е т с я существованием р е ш е п п я у р а в ­
н е н и я (5.2), где у — вектор р е ш е н и я . 

П о с к о л ь к у только одна компонента у, с к а ж е м уа, д о л ж н а быть 
сделана п о л о ж и т е л ь н о й , формулу (5.4) можно переписать в виде 

àyi= — DiaAya (5.6) 

К а к видно| из формул (5.1) и (5.6), соответствующее изменение 
целевой ф у н к ц и и / должно быть равно 

А / о = ( с а — za) Ауа, (5.7) 
где 

m 
2 а = S CiDia, (5.8) 

i=l 

ИЛИ 

z = c/J. (5 .8а ) " 

Т а к и м образом, если надо увеличить / , то необходимо делать п о л о ж и ­
тельной т а к у ю компоненту у, д л я которой (са — з а ) больше н у л я . 
П р и отсутствии вырожденности естественно выбирать компоненту 

с н а и б о л ь ш е й п о л о ж и т е л ь н о й разностью. Е с л и все разности (са\ — za) 
отрицательны, то решение не может быть улучшено и у я в л я е т с я 
решением. Т а к к а к одна нз компонент у д о л ж н а обратиться в н у л ь , 
Ауа следует выбирать в виде [см. (5.6)] 

*У°=Ш ^5.9) 

д л я некоторого ß. Ч т о б ы обеспечить выполнение неравенства х ^ О 
д л я нового пробного р е ш е н и я , величину ß следует выбирать т а к , 
чтобы 

так к а к тогда новые компоненты старого базиса у будут иметь вид 

уХ = ш + Ауі = y t - D i a [ m i n - ^ - j > 0 . (5.11) 
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Н а к о н е ц , зашипел* новый базис 

iJi=yi—DiaT—, іфа, 
и р а 

Ѵ** = т£~- (5-12) 

И т е р а т и в н а я процедура п р о д о л ж а е т с я до тех п о р , пока не будет 
получено решение . 

Д а д и м теперь и з л о ж е н и е алгоритма , описанного выше. 

Этап 1. В в о д я т с я вспомогательные переменные, чтобы перейти 
от неравенств к у р а в н е н и я м . 

Этап 2. З а п и с ы в а е т с я р а с ш и р е н н а я матрица [А; I] и вектор 
ограничений Ь, который может быть использован д л я в ы ч и с л е н и я 
з н а ч е н и я ц е л е в о й ф у н к ц и и иа к а ж д о м этапе и т е р а ц и и . 

Этап 3. О п р е д е л я е т с я матрица D, з а д а в а е м а я соотношением (5.5), 
х о т я процедура в действительности определяет м а т р и ц у ß = [ / ; D]. 
Н о е д и н и ч н а я м а т р и ц а , с о с т а в л я ю щ а я часть м а т р и ц ы ß, не исполь­
з у е т с я на последующих этапах процедуры. Соответствие м е ж д у ß 
и D с тановится очевидным, если з а п и с а т ь соотношение (5.5) в виде 

A =AD. (5.5а) 

Этап 4. П р о и з в о д и т с я вычисление величин za (или вектора z) 

[(5.8) п л и (5.8а)] п разностей (са — з в ) . Кроме того, в ы ч и с л я е т с я 
значение целевой ф у н к ц и и 

/ = су 
при помощи соотношения 

/ = cd)-1 ь, 

так к а к у д о л ж е н в с и л у у р а в н е н и я (5.2) у д о в л е т в о р я т ь соотноше­
нию у — (А)'1 Ъ. [Коэффициенты а, Ь линейной комбинации я в л я ю т ­
с я компонентами вектора (А)'1 Ъ.\ 

Этап 5. О п р е д е л я е т с я ß [для которого y$ID$a я в л я е т с я мини­
м а л ь н ы м среди УіЮіа\ и в ы ч и с л я е т с я Ауа = ? / р Я 5 Р а . Остальное 
очевидно. 

Почему аппроксимации, основаппые иа выборе 
ближайшего целого, обычпо дают плохое решеппе 

Одна пз п р и ч и н , по которой а п п р о к с и м а ц и и , основаппые на 
выборе б л и ж а й ш е г о целого , в линейном п р о г р а м м и р о в а н и и ие дают 
правильного р е ш е н и я и л л ю с т р и р у е т с я фиг. 5.4, где оба ограниче ­
н и я в ы п о л н я ю т с я в вершине , а п р я м ы е , и з о б р а ж а ю щ и е о г р а н и ч е н и я , 
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проходят м е ж д у д в у м я р я д а м и целочисленной решетки . Предполо­
ж и м , что симплексный процесс дает эту в е р ш и н у (помеченную к р е ­
стиком па фиг. 5.4) в качестве р е ш е н и я . Б л и ж а й ш а я ц е л о ч и с л е н н а я 
а п п р о к с и м а ц и я этой вершины л е ж и т вне области допустимых значе­
ний (обведенной о т р е з к а м и п р я м ы х линий) и, следовательно , не 

Истинное 
решение 

Симплексное 
решение 

Ближайшая 
к симплексному 
' решению точка 
с целочисленными 

координатами 

ф п г. 5.4. 

может быть и с п о л ь з о в а н а . К а к видно из р и с у н к а , целочисленное 
решение з а д а ч и в действительности может далеко отстоять от сим­
плексного р е ш е н и я . В данном случае в допустимой области есть 
т о л ь к о одна точка с ц е л о ч и с л е н н ы м и к о о р д и н а т а м и . 

5.4. Использование симплексного процесса прп решении 
транспортной задачи [10, 13] 

П р и и с п о л ь з о в а н и и симплексного процесса д л я р е ш е н и я т р а н с ­
портной задачи с целыми коэффициентами п о л у ч а е т с я целочисленное 
решение . Это и л л ю с т р и р у е т с я следующим примером. Пусть 

5 4 

а, — 

S xij -
5=1 

5 

S x 2 j ~-

5 

S x3i ' 
i = l 

5 

3=1 

24, 

= 18, 

= 20, 

= 16, 

h = S * / i = 10, 
i=l 

4 

b2= S « 1 2 = 20, 
i = l 

4 

b3 = S 3*8 = 10, 
4 

b 4 = S ж*4 = 18, 
4 

° 5 — « i 20 

и м а т р и ц а стоимости имеет вид 
4 9 8 10 12 

Ы = 
6 10 3 2 3 
3 2 7 10 3 

L 3 5 5 4 8 J 
Т а к и м образом, стоимость п е р е в о з к и единицы г р у з а из второго п у н к ­
та о т п р а в л е н и я в первый п у н к т н а з н а ч е н и я р а в н а 6, из четвертого 
16-01037 
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п у н к т а о т п р а в л е н и я в п я т ы й п у н к т н а з н а ч е н и я р а в н а 8 и т . д . Ста­
в и т с я задача в ы б р а т ь д л я п е р е в о з к и г р у з ы в е л и ч и н о й xtj (т. е. 
выбрать в е л и ч и н ы в матрице перевозок) п р и заданных о г р а н и ч е н и я х 
т а к , чтобы ф у н к ц и я стоимости, к о т о р а я теперь может быть з аписана 
в виде 

4 г п + 9.т 1 2 + 8.т 1 3 + Ю.т 1 4 + І2хіъ + 6х21 + 10х22 + 
+ Зя: 2 3 -f- 2х2і + Зл;2Г) -f- З х 3 1 A- 2х32 -f- 7х33 -f- 10хЗІ -f-

~г" Зж 3 5 -\- 3x41 - j - 5л; 4 2 + 5 x 4 3 -f- 4o; 4 4 -|- 8xibT 

была , м и н и м а л ь н о й . 
О г р а н и ч е н и я составляют множество из 4 + 5 = 9 у р а в н е н и й 

с 20 неизвестными. И з этих у р а в н е н и й m + п — 1 независимы 
4 5 

і = і 3=1 
д о л ж н о быть не более m + п 

(напомним, что 2J А bj). Поэтому в м и н и м а л ь н о м р е ш е н и и 

1 путей с п о л о ж и т е л ь н ы м и в е л и ч и ­
н а м и перевозок . 

Н а й т и допустимое решение , в котором ие более восьми элементов 
м а т р и ц ы перевозок отличны от н у л я , н е с л о ж н о . Это д е л а е т с я сле ­
дующим образом: с о с т а в л я е т с я т а б л и ц а с соответствующими номе­
р а м и п у н к т о в о т п р а в л е н и я и н а з н а ч е н и я ; п р о с т а в л я ю т с я данные 
з н а ч е н и я at в д о п о л н и т е л ь н ы й столбец с п р а в о й стороны и з н а ч е н и я bj 
в д о п о л н и т е л ь н у ю с т р о к у в н и ж н е й части таблицы так , к а к п о к а з а н о 
в т а б л . 5 .1 . 

Таблица 6.1 

Пункты 
отправ­
ления 

\ ѵ 5 Пункты назначения 

г 1 2 3 4 5 Итого 

i 24 = fl! 

2 18 = а 2 

3 20 = а 3 

4 1 
1 

16 = а 4 

Итого 10 = &І 20 = Z>2 10 = 6 3 18 = Ь 4 20 = Ь5 78 

К л е т к и в таблице з а п о л н я ю т с я ч и с л а м и , которые в сумме дают 
значения, приведенные в указанных строке и столбце. П р и этом 
в к л е т к у (1,1) записывается минимальное число из (аи fcj), т . е. 
м и н и м у м из двух значений 24 и 10, в данном случае 10. Сдвинем­
ся на одну к л е т к у в направлении максимума ( а ь £>,), в данном случае 
в к л е т к у ( 1 , 2), с тоящую на пересечении первой с т р о к и и второго 
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столбца . З а п и ш е м в эту к л е т к у минимальное значение из (аг — 10, Ъ2), 
равное 14 п р и аг = 24, Ъ2 = 20. Затем сдвинемся на одну к л е т к у 
в н а п р а в л е н и и м а к с и м у м а (аг — 10, Ь 2 ) , т . е. в данном случае в клет ­
к у (2, 2), и з а п и ш е м здесь м и н и м у м (Ь2 — 14, а2), который р а в е н 
m i n (20 — 14, 18) = 6. П р о д о л ж а я этот процесс , можно получить 
допустимое решение . Очевидно, что потребуется не более m + п —• 
— 1 = 8 н е н у л е в ы х з н а ч е н и й из м а т р и ц ы перевозок . 

Таблица 5.2 
Первая таблица перевозок 

Пункты 
отправ­
ления 

3 П у н к т ы назначения 

г 1 2 3 4 5 И т о г о 

i 10 10 4 24 

2 18 18 

3 20 20 

4 14 2 16 

Итого 10 20 10 18 20 78 

Х о т я и з л о ж е н н ы й выше метод всегда дает допустимое р е ш е н и е 
и, следовательно , исходную т о ч к у ' д л я симплексного процесса , 
вообще г о в о р я , м о ж н о получить более удобное решение ; объем 
последующей работы сильно с о к р а щ а е т с я . П р и этом не просто выби­
р а ю т с я к л е т к и с н а и м е н ь ш и м и стоимостями перевозок , а б е р у т с я 
к л е т к и , стоимости перевозок в которых после п р о в е р к и дают «самый 
выгодный вариант» . Ч т о б ы п о к а з а т ь это, рассмотрим п е р в ы й столбец 
в матрице стоимостей; в третьей и четвертой к л е т к а х этого столбца 
стоят наименьшие в этом столбце з н а ч е н и я , но выбор первой к л е т к и 
о к а з ы в а е т с я н а и л у ч ш и м . Это следует из того факта , что в третьей 
строке м о ж н о в ы б р а т ь л у ч ш и й элемент, чем 3, а именно 2, и в четвер­
той строке м о ж н о в ы б р а т ь почти т а к о й ж е х о р о ш и й элемент, к а к 3, 
а именно 4. Однако в первой строке , если не у д а е т с я и с п о л ь з о в а т ь 
п е р в ы й элемент, который р а в е н 4, следует выбирать м е ж д у стоимо­
стями , п р е в ы ш а ю щ и м и это число на в е л и ч и н ы от 4 до 8 единиц . 

С учетом всех этих с о о б р а ж е н и й в табл . 5.1 п р о с т а в л я е т с я допу­
стимое решение , которое дано в табл . 5.2. Пустые к л е т к и означают 
отсутствие перевозок м е ж д у этими п у н к т а м и . Обратите в н и м а н и е , 
что использовано менее чем m + п — 1 значений . Отметим т а к ж е , 
что стоимость п р и таком выборе р а в н а 

40 + 80 + 40 + 54 + 40 + 56 + 16 = 326. 

16* 
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Ч т о б ы у л у ч ш и т ь это допустимое решение , составим новую таб­
л и ц у , в которой столько ж е элементов, к а к и в матрице стоимостей, 
проставим з н а ч е н и я стоимостей с г ;- в к а ж д у ю к л е т к у , с о д е р ж а щ у ю 
ненулевое значение объема перевозки г р у з а , и з а к л ю ч и м такие числа 

Таблица 5.3 
Первая таблица псевдоетоимостёй 

H 4 H 10 14 

—7 ~1 - 3 — 1 И 
2 И (і 8 12 

2 2 2 И H 
в к в а д р а т и к и (см. т а б л . 5.3). Элементы т а к о й таблицы псевдостоимостей 
будут обозначаться через с1}. Следовательно , си = ctj д л я всех 
величин , которые имеют те ж е индексы, что и ненулевые ч л е н ы 
м а т р и ц ы перевозок . Ч т о к а с а е т с я остальных значений , построим 
вспомогательную т а б л и ц у д л я з н а ч е н и й Ut (i = 1, . . ., m) и У,-
(j = 1, . . ., n). Д л я этого выберем любую з а к л ю ч е н н у ю в квадратик 
величину Cij и п р и п и ш е м такие п р о и з в о л ь н ы е действительные значе ­
н и я Ui и Уу, что 

U І + Vj = ctj = cij. 
Н а й д е м з а к л ю ч е н н у ю в квадратик величину , один из индексов ко­

торой т а к о й ж е , к а к у ctj, с к а ж е м с я , и выберем У й , т а к о е , что в ы б р а н ­
ное ранее значение UT в сумме с Ѵ К составляет сіи. Е с л и т а к и х зна­
ч е н и й нет, то выберем с л у ч а й н ы м образом среди з а к л ю ч е н н ы х 
в к в а д р а т и к и з н а ч е н и й новое chp и п р и п и ш е м Uk и У р т акие з н а ч е н и я , 
что UK + Ѵ Р — ckp. П р о д о л ж и м этот процесс до тех п о р , пока не 
будет з аполнена вс помогательная т а б л . 5.4. 

Таблица 5.4 
Первая вспомогательная таблица 

и і ѵ1 

1 4 0 
2 —7 0 
3 2 4 
4 —2 6 
5 10 
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Ч т о б ы посмотреть , к а к строится эта таблица , выберем клет ­
ку ( 1 , 1) и п р о и з в о л ь н о п о л о ж и м Ux = сп = 4. Т а к к а к Ux + Ѵх = 
= схх, д о л ж н о быть Ѵх — 0. В клетке ( 1 , 3) т а к ж е проставлено н е н у ­
левое значение объема п е р е в о з к и . П о с к о л ь к у Ux и Ѵ3 соответствуют 
этой к л е т к е , д о л ж н о иметь место соотношение Х]х -)- Ѵя = с13 п л и 
4 -f- Ѵ3 = 8, откуда следует Ѵ3 — 4. Аналогично Ux - j - У 4 = с 1 4 г 

что дает ѴЛ = 6. Однако в этом столбце т а к ж е стоит ненулевое зна ­
чение объема п е р е в о з к и в клетке (4, 4). Следовательно , £/ 4 -f- F 4 = 
= с 4 4 . Т а к к а к У 4 = 6, то £/ 4 = —2 и т. д. После того к а к вспомога­
т е л ь н а я т а б л и ц а заполнена т а к и м путем, все Сц = Ut + V,- т е п е р ь 
могут быть вычислены и затем их можно с р а в н и т ь с исходными сц. 
Е с л и все Cij C j ; - , распределение объемов перевозок дает мини­
м а л ь н у ю стоимость . С д р у г о й стороны, рассмотрим только те к л е т к и , 
в которых разность сц — сц п о л о ж и т е л ь н а , и выберем к л е т к у , 
в которой эта разность м а к с и м а л ь н а . П о л у ч а е м т а б л . 5.5. 

Таблица 5.5 
0 - 5 0 0 2 -

cij) = —13 —17 —6 —3 0 
cij) = —1 0 —1 —2 

_ - 5 —7 - 3 0 0 -

В данном случае с и > Сц только в к л е т к а х (1 , 5) и (3, 5) ; 
в последней из них наблюдается н а и б о л ь ш а я разность . Перепишем 
с т а р у ю т а б л и ц у объемов перевозок , в которой в клетке (3, 5) п р о ­
ставлено значение Ѳх. Чтобы получить суммарное ограничение а,3, Qx 

следует вычесть из ненулевого з н а ч е н и я объема перевозки в клет ­
ке (3, 2). Н о чтобы п о л у ч и т ь & 2 , Ѳх надо поместить где-то во втором 
столбце. Поэтому поместим Ѳх в клетке (4, 2) и вычтем из в е л и ч и н ы , 

Пункты 
отправ­
ления 

Таблица 5.6 
Таблица перевозок 

П у н к т ы н а з н а ч е н и я 

І >ѵ 1 2 3 4 5 И т о г о 

1 10 10 4 24 

2 18 18 

3 20 —Ѳі Ѳі 20 

4 Ѳі 14 2 - Ѳ 4 16 

Итого 10 20 10 18 20 78 
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проставленной в клетке (4, 5). Т е п е р ь суммарные о г р а н и ч е н и я 
везде п р а в и л ь н о в ы п о л н я ю т с я . Е с л и имеются две возможные ненуле ­
вые величины, к которым можно п р и б а в и т ь 0Х, к а к это имеет место 
в четвертой строке , то и с п о л ь з у е т с я значение , дающее меньшую 
с у м м а р н у ю стоимость. Т а к и м образом п о л у ч а е т с я т а б л . 5.6. 

Среди в ы р а ж е н и й , в которых п о я в л я е т с я Ѳ І 5 отбираем те, которые 
имеют вид а — Ѳ х . З а т е м приписываем 0Х значение , наименьшее 
среди этих з н а ч е н и й а , и з аписываем эту в е л и ч и н у в т а б л и ц у . 
В р е з у л ь т а т е получаем новую т а б л и ц у перевозок . В данном случае 
Ѳх = 2, и в таблице перевозок остается восемь ненулевых величин , 
к а к это требуется нз у с л о в и я , что ??і + п — 1 о г р а н и ч е н и й должны 
быть независимы. В результате п о л у ч а е т с я т а б л . 5.7. 

Таблица 5.7 
Вторая таблица перевозок 

Пункты 
отправ­
ления 

3 П у н к т ы н а з н а ч е н и я 

г х- 1 2 3 4 5 И т о г о 

i 10 10 4 24 

2 18 18 

3 18 2 20 

4 2 14 16 

Итого 10 20 10 18 20 78 

Процесс п о в т о р я е т с я до тех пор , пока не будет выполнено усло­
вие cij < сц д л я всех сц. После того к а к это достигнуто , решение 
дает м и н и м а л ь н у ю стоимость перевозок . Р е ш е н и е п р и в о д и т с я 
в т а б л . 5.8—5.17 без д а л ь н е й ш и х о б ъ я с н е н и й . 

Таблица 5.8 

Вторая таблица псевдостонмостей 

H 11 8 10 12 

—5 2 —1 1 И 
—5 H —1 1 m 
_ 2 ш 2 4 6 



Таблица 5.9 
Вторая вспомогательная таблица 

и і ѵ і 

4 0 
—5 7 
—5 4 
- 2 6 

8 

Таблица перевозок 
Таблица 5.10 

П у н к т ы н а з н а ч е н и я 

1 2 3 4 5 И т о г о 

1 10 ѳ 2 10 4 - 0 2 24 

2 18 18 

3 18 2 20 

4 2 - Ѳ 2 14+02 16 

Итого 10 20 10 18 20 78 

Третья таблица перевозок 
Таблица 5.11 

\ . , П у н к т ы н а з н а ч е н и я 

1 2 3 5 И т о г о 

1 10 2 10 2 24 

2 18 18 

3 18 2 20 

4 16 16 

Итого 10 20 10 18 20 7S 



Таблица 5.12 

Третья таблица псевдостонмостей 

ш 9 8 10 10 

- 3 2 і 3 И 
- 3 2 1 3 ш 
—2 3 2 4 4 

Таблица 5.13 

Третья вспомогательная таблица 

ѵ і 

4 0 
- 3 5 
- 3 4 

2 6 
6 

Таблица 5.14 

Таблица перевозок 

j 
П у н к т ы н а з н а ч е н и я 

г 1 2 3 4 5 И т о г о 

1 10 2+Ѳз 10 2-03 24 

2 Ѳз 18-03 18 

3 18-03 2-1-03 20 

4 16 16 

Итого 10 20 10 18 20 7S 



Таблица 5.15 

Окончательная таблица перевозок 

\ ч 3 П у н к т ы н а з н а ч е н и я 

г 1 2 3 4 5 И т о г о 

i 10 4 10 24 

2 2 16 18 

3 16 4 20 

4 16 16 

Итого 10 20 10 18 20 78 

Таблица 5.16 

Окончательная таблица псевдостоимостей 

H 9 8 9 10 

- 3 2 1 2 3 

- 3 2 1 2 3 

— i 4 3 ш 5 

Таблица 5.17 

Окончательная вспомогательная 
таблица 

Vi ѵ і 

4 0 
- 3 5 
- 3 4 
— 1 5 

6 
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Новое значение стоимости, соответствующее т а б л . 5.7, равно 

40 - j - 80 + 40 + 54 + 36 + 6 + 10 + 56 = 322. 

Единственное значение ctj, большее ctj,— это с 1 2 = 11 , которому 
соответствует с 1 2 = 9. Н а и м е н ь ш е е неотрицательное Ѳ 2 — это Ѳ 2 = 
= 2; соответствующие з н а ч е н и я п р и в о д я т с я в табл . 5.11. 

Стоимость теперь р а в н а 

40 + 18 + 80 + 20 + 54 + 36 + 6 + 64 = 318. 

•Это несколько луч ше , чем в предыдущем с л у ч а е . Здесь с 2 4 > с 2 4 . 
Н а и м е н ь ш е е неотрицательное значение Ѳ 3 равно 2; соответствую­

щие з н а ч е н и я п р и в о д я т с я в т а б л . 5.15. 
Стоимость теперь р а в н а 

40 + 36 + 80 + 4 + 48 + 32 + 12 + 64 = 316. 

Это еще немного меньше, чем ранее . 
Все ctj ^ ctj, т ак что п о с л е д н я я таблица перевозок дает опти­

м а л ь н о е решение со стоимостью 316. 
Е с л п п о с т а в к и превышают спрос в постановке з адачи , то 

m n 

i=l 5 = 1 

Е с л и спрос превышает поставки , то у к а з а н н о е неравенство н а п р а в ­
л е н о в д р у г у ю сторону . В первом случае в м а т р и ц ы стоимостей 
п объемов перевозок можно добавить л и ш н п й столбец со з н а ч е н и я м и 
стоимости, р а в н ы м и н у л ю (в этих столбцах у к а з ы в а е т с я з а п а с ) . 
В последнем случае к м а т р и ц а м стоимостей и объемов перевозок 
можно добавить л и ш н ю ю с т р о к у со з н а ч е н и я м и стоимости, р а в н ы ­
ми M в к а ж д о й я ч е й к е . В е л и ч и н а M д о л ж н а быть очень большой, 
т а к что строка и с п о л ь з у е т с я т о л ь к о д л я того, чтобы у к а з а т ь п у н к т ы 
п о т р е б л е н и я , т р е б о в а н и я которых не в ы п о л н я ю т с я . 

Отличительной чертой транспортных задач я в л я е т с я то , что они 
не обязательно имеют единственное решение , и может существовать 
целое семейство п л а н о в перевозок , к а ж д ы й из которых дает стои­
мость, не б о л ь ш у ю , чем любой п л а н , не в х о д я щ и й в это семейство. 

5.5. Алгоритм целочисленного программирования 

Существует много подходов к решению задач целочисленного 
п р о г р а м м и р о в а н и я . Эти методы и з л а г а ю т с я и с р а в н и в а ю т с я в рабо­
тах [2, 3, 4, 15, 17, 20, 31 , 45]. Н а ш а цель состоит в том, чтобы и з л о ­
ж и т ь основной алгоритм Гомори т а к , чтобы студент, которому надо 
р е ш и т ь з а д а ч у целочисленного п р о г р а м м и р о в а н и я , мог бы присту ­
пить к работе , в л а д е я некоторыми з н а н и я м и . Н а п р о т я ж е н и и всей 
к н и г и мы намеренно избегали глубокого р а с с м о т р е н и я алгоритмов 
ввиду недостатка места , предпочитая более ш и р о к о и р а з н о о б р а з н о 
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и з л а г а т ь вопросы математики целочисленных величин . Н и ж е в этой 
главе будет дан д р у г о й , более общий подход, который н а з ы в а е т с я 
методом бивалентного п р о г р а м м и р о в а н и я . Д л я задач большой р а з ­
мерности этот метод становится с л и ш к о м громоздким ввиду огром­
ного количества операций . 

Рассмотрим теперь задачу м а к с и м и з а ц и и л и н е й н о й целевой ф у н к ­
ц и и , которую д л я удобства з а п и ш е м в виде 

п 
Z = Со — 2 cjxj 

5 = 1 

(часто с0 может о б р а щ а т ь с я в н у л ь ) , 
при о г р а н и ч е н и я х 

n 

УІ = ЪІ— 2 аиХ]>0, i = l , m, (5.14) 
j = i 

с условием Xj ^ 0, которое можно переписать к а к 

xj = ( - 1 ) ( - ^ ) >0, j = 1, - - n, (5.15) 

где компоненты вектора х = (хг, . . ., хп) — целые ч и с л а . Эта задача 
н а з ы в а е т с я полностью целочисленной задачей целочисленного програм­
мирования, е с ли atj, bt, Cj п Xj — целые ч и с л а , и задачей полностью 
целочисленного программирования, если н а л о ж е н о т о л ь к о у с л о в и е , 
что Xj — целые ч и с л а . З а д а ч и , в которых т о л ь к о некоторые из Xj 
д о л ж н ы быть ц е л ы м и ч и с л а м и , н а з ы в а ю т с я задачами частично цело­
численного программирования. 

Заметим, что если опустить условие целочисленности д л я вектора 
р е ш е н и я х, то остается обычная задача линейного п р о г р а м м и р о в а ­
н и я (ЛП) , которую м о ж н о решить п р и помощи симплекс-метода . 
П р и и с п о л ь з о в а н и и основного метода п р о г р а м м п р о в а и и я поставлен­
н а я задача целочисленного п р о г р а м м и р о в а н и я (ЦП) р е ш а е т с я без 
учета целочисленности . Е с л и решение , полученное т а к и м образом, 
удовлетворяет условию целочисленности , то оно и я в л я е т с я опти­
м а л ь н ы м решением д а н н о й з а д а ч и Ц П , п о с к о л ь к у к а ж д о е допустимое 
решение з а д а ч и Ц П я в л я е т с я т а к ж е решением соответствующей 
з а д а ч и Л П , получаемой после о т б р а с ы в а н и я у с л о в и я целочисленно­
сти . Однако е с ли оптимальное решение задачи Л П не я в л я е т с я 
допустимым решением з а д а ч и Ц П (условие целочисленности н а р у ­
шено) , то ф о р м у л и р у е т с я н о в а я задача Л П путем д о б а в л е н и я новых 
ограничений . Новое ограничение в ы б и р а е т с я так , что множество 
допустимых р е ш е н и й новой задачи Л П не включает оптимальное , 
решение п е р в о н а ч а л ь н о й з а д а ч и Л П , но в к л ю ч а е т все допустимые ' 
р е ш е н и я з а д а ч и Ц П . Затем р е ш а е т с я н о в а я задача Л П . Е с л и полу­
ченное оптимальное решение я в л я е т с я допустимым решением зада­
ч и Ц П , то задача решена . В противном с л у ч а е процесс п р о д о л ж а е т с я 
с добавлением новых о г р а н и ч е н и й . Этп дополнительные о г р а н и ч е н и я 
н а з ы в а ю т с я отсечениями. Они отсекают часть множества допустимых 

(5.13) 
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решений з а д а ч и Л П . А л г о р и т м Гоморп дает т а к о й метод выбора этих 
отсечений, что процесс о т с е к а н и я приводит к о п т и м а л ь н о м у решению 
задачи Ц П за конечное число ш а г о в [19]. (В [4] дается обзор некото­
рых д р у г и х алгоритмов , н а п р и м е р метода ветвей и г р а н и ц . Е щ е один 
а л г о р и т м описан в работе [1].) 

Ч т о б ы п о к а з а т ь , к а к в в о д я т с я отсечения , рассмотрим типичное 
о г р а н и ч е н и е , которое з а п и с ы в а е т с я следующим образом (здесь 
аі0 = ЬІ): 

n 

УІ = аі0 + 2 ац ( — xj), (5.16) 
5 = 1 

и л и ( о п у с к а я д л я удобства индекс і) 
п 

аа+ S а}(-х,) + 1{-у) = 0. 
5 = 1 

П у с т ь Я — п о л о ж и т е л ь н о е ч и с л о , которое будет определено п о з ж е . 
В ы р а ж а я к а ж д о е число a,j/k,j = О, 1, . . ., п, в виде суммы ц е л о й 
и дробной частей , можно з а п и с а т ь 

а;- = [ - ^ - ] Я + 77, ; = 0, 1, п. 

Очевидно, получаем 

1 = Щ я + г, 

где 

0 С О < % и 0 С < Я. 

Подстановка и п е р е г р у п п и р о в к а членов равенства (5.16) дают 

І ^ + гу^г0 + х{[^] + І[^](-^) + [^](-у)}. (5,17) 
5 = 1 5 = 1 

Т а к к а к Vj, 7 = 1, . . ., п, и г — неотрицательные ч и с л а , л е в а я 
часть (5.17) н е о т р и ц а т е л ь н а . Следовательно , п р а в а я часть тоя>е 
н е о т р и ц а т е л ь н а . К р о м е того, д л я ц е л о ч и с л е н н ы х з н а ч е н и й ,т;- и у 
в ы р а ж е н и е в ф и г у р н ы х с к о б к а х в п р а в о й части (5.17) я в л я е т с я 
целочисленным, т а к к а к все коэффициенты — целые ч и с л а . П о с к о л ь ­
к у ro п р и отрицательном целочисленном значении в ы р а ж е н и я 
в ф и г у р н ы х с к о б к а х в с я п р а в а я часть я в л я е т с я о т р и ц а т е л ь н о й , что 
противоречит условию неотрицательности п р а в о й части . Т а к и м 
образом , в ы р а ж е н и е в ф и г у р н ы х с к о б к а х я в л я е т с я одновременно 
целочисленным и неотрицательным. Поэтому 

5 = 1 
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я в л я е т с я новой н е о т р и ц а т е л ь н о й ц е л о ч и с л е н н о й переменной; это 
в ы р а ж е н и е следует из (5.16). В первом алгоритме Гомори "К = 1, 
но мы не будем р а с с м а т р и в а т ь этот с л у ч а й . Во втором алгоритме 
Г о м о р и Я , > 1 , откуда п о л у ч а е м [1/Я] = 0 . Т а к и м образом, 

(5.19) 
5=1 5=1 

Это новое у р а в н е н и е , которому д о л ж н о у д о в л е т в о р я т ь любое ц е л о ­
численное решение исходной з а д а ч и Ц П . Ч т о б ы п о к а з а т ь , к а к выби­
р а е т с я /\, и, следовательно , дать т а к ж е геометрическую интерпрета ­
ц и ю метода, следует п р и в е с т и все ш а г и алгоритма , п р и в о д я щ и е 
к выбору %. 

Р е ш и м з а д а ч у в т а б л и ч н о й форме. Т и п и ч н о е і-е о граничение 
з а п и с ы в а е т с я в виде с т р о к и м а т р и ц ы 

(bt I а п , аій, . . ., аіп), i = 1, . . ., т. (5.20) 

Все в е к т о р ы (5.20) теперь р а с п о л а г а ю т с я систематически т а к , что 
п о л у ч а е т с я т а б л и ц а , к о т о р а я п р и в о д и т с я н и ж е . 

0 с 1 • • • сп 

o i l • 

° 2 1 • • а,,, 1 

bm a m i . . • атп J 

0 - 1 0 . . . 0 ) 

0 0 - 1 . 

0 0 0 . . v i , J 

Строка коэффициентов 
целевой ф у н к ц и и 

m базисных о г р а н и ­
чений 

(5.21) 

К о н т р о л ь н ы е с т р о к и 

Строка , з а р е з е р в и р о ­
в а н н а я д л я дополнитель ­
ных о г р а н и ч е н и й 

Ц е л е в у ю ф у н к ц и ю м о ж н о представить в виде yQ = z; она записы­
в а е т с я в верхней строке т а б л и ц ы . Н и ж н я я строка р е з е р в и р у е т с я за 
в е к т о р а м и д о п о л н и т е л ь н ы х о г р а н и ч е н и й . В к р а й н е м слева столбце 
з а п и с а н ы свободные ч л е н ы . Т а б л и ц а (5.21) н а з ы в а е т с я допустимой 
д л я п р я м о й з а д а ч и , если в столбце свободных ч л е н о в , в о з м о ж н о , за 
исключением верхнего элемента , стоят т о л ь к о неотрицательные 
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элементы. Очевидно , свойство допустимости д л я п р я м о й з а д а ч и озна ­
чает , что точка X = 0 я в л я е т с я допустимой . А н а л о г и ч н о т а б л и ц а 
н а з ы в а е т с я допустимой д л я обратной (двойственной) з а д а ч и , е сл и 
вектор ц е л е в о й ф у н к ц и и , в о з м о ж н о , за исключением первого эле­
мента , содержит т о л ь к о неотрицательные элементы. 

Л е м м а . Если таблица является допустимой и для прямой и для 
двойственной задач, то х = 0 представляет, собой оптимальное цело­
численное решение задачи целочисленного программирования. 

1 — XI — Л'2 

z = со c i Со °п 

Ѵі = Ь і я ц « І 2 • ' О.Щ 

У 2 = Ь , а-гі ^22 

Ут= °т aml атг 

Доказательство. П у с т ь таблица я в л я е т с я допустимой д л я п р я м о й 
задачи , т. е. Ъг ^ 0, і = 1, . . ., т. Тогда Xj = 0, ; = 1, . . . , ?г, 
я в л я е т с я допустимым решением, п о с к о л ь к у УІ = ЬІ'^ 0. Е с л и одно­
временно т а б л и ц а я в л я е т с я допустимой д л я двойственной з а д а ч и , 
то с,- ^ 0, / = 1, . . ., т. М а к с и м а л ь н о е значение в ы р а ж е н и е z = 

n 

= со — 2 cjx] принимает п р и х = (0, . . ., 0), потому что х, могут 
3=1 

п р и н и м а т ь только неотрицательные з н а ч е н и я . Отсюда следует , что 
X = 0 я в л я е т с я оптимальным решением. Этим з а в е р ш а е т с я д о к а з а ­
т е л ь с т в о . 

Этап замены. К а к ранее было п о к а з а н о п р и обсуждении с и м п л е к с -
метода , з адача п р о г р а м м и р о в а н и я может быть п р е о б р а з о в а н а путем 
в в е д е н и я этапа замены, который з а к л ю ч а е т с я в введении новой 
переменной 

у = d0 — dxXj — d2x2 — . . . — dnxn 

з а счет и с к л ю ч е н и я одной из исходных переменных , с к а ж е м хТ. 
Вследствие этого линейное в ы р а ж е н и е 

п р е о б р а з у е т с я в в ы р а ж е н и е 

— аг+іХт+і - . . . к п , хп, 

п р и і Ф г, 

при і = г. 

Ѵ-т-лХ, агу 
где 

а; = ат 

~~~dT 
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Отметим, что этап замены — это просто преобразование Гаусса — 
И о р д а н а , примененное к строке 

(а0 I «il • • ••> ап) 

н е р а с ш и р е н н о й таблицы относительно н а п р а в л я ю щ е й с т р о к и 

(d 0 I di, • • -, dn) 

и н а п р а в л я ю щ е г о з н а ч е н и я dr. 
Опишем теперь подробнее этап замены, чтобы р а з ъ я с н и т ь введен­

ные ранее п о н я т и я . Рассмотрим две линейные формы с д в у м я пере ­
менными хх, х2: 

ух = сс0 — аххх — <ХпХ2, (5.22) 

Уч. = ßo — ß A — ß2a-Y (5.23) 

П р е д п о л о ж и м , что ах Ф 0. И з формулы (5.22) получаем 

П о д с т а в л я я это в ы р а ж е н и е д л я хх в (5.23), получаем Уг = ßo - ßi [ ^ — УІ — f - * 2 ] - ß 2 « 2 , 

и л и 

У р а в н е н и я (5.24) и (5.25) п р е д с т а в л я ю т собой две новые линейные 
формы, которые х а р а к т е р и з у ю т с я тем, что ранее н е з а в и с и м а я пере ­
м е н н а я хх теперь стала ф у н к ц и е й (зависимой переменной) , тогда 
к а к ух с тала независимой переменной. Д р у г и м и словами , хх и ух 

п о м е н я л и с ь р о л я м и . Н а з о в е м эту операцию «заменой». В п р и н я т о й 
здесь табличной з а п и с и получаем: 

Исходная таблица 

1 — -14 — х2 

Уі = «О а х 

У 2 = ßo ß i ß 2 

(5.26) 
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Т а б л и ц а после замены 

і — г/і — Л"2 

ар 1 a 2 

* І — ау a i a i 

У 2 = (ßo
 P f M _ А (P. P i a M 

\ a i / a i V aj / 

(5.27) 

Определение . Столбец x и с трока y з амененных переменных пере­
с е к а ю т с я по элементу а х ; этот элемент н а з ы в а е т с я направляющим 
элементом на данном ш а г е . 

Правила выполнения замены 

1. Н а п р а в л я ю щ и й элемент з а м е н я е т с я на обратную в е л и ч и н у . 
2. Остальные элементы н а п р а в л я ю щ е г о столбца д о л ж н ы быть 

поделены на н а п р а в л я ю щ и й элемент. 
3. Д р у г и е элементы н а п р а в л я ю щ е й строки д е л я т с я на н а п р а в ­

л я ю щ и й элемент и у м н о ж а ю т с я на минус единицу . 
4. Элементы в оставшейся части м а т р и ц ы п р е о б р а з у ю т с я сле­

дующим образом. Д о б а в л я е т с я новая н а п р а в л я ю щ а я строка в н и ж н е й 
ч а с т а таблицы (так н а з ы в а е м а я ф у н д а м е н т а л ь н а я стр о ка ) . К эле­
менту п р и б а в л я е т с я произведение элемента ф у н д а м е н т а л ь н о й стр о ки , 
стоящего непосредственно под рассматриваемым, и элемента н а п р а в ­
л я ю щ е г о столбца , который н а х о д и т с я в той ж е строке , что и р а с ­
сматриваемый. 

К а к у ж е отмечалось , этап замены п р е д с т а в л я е т собой просто 
преобразование Гаусса — И о р д а н а . П р и и с п о л ь з о в а н и и алгоритма 
Гоморп и с х о д н а я т а б л и ц а д о л ж н а обладать некоторыми с п е ц и а л ь ­
ными свойствами. 

1. Столбцы Ci, і = 1 , . . . , п, исходной т а б л и ц ы , т . е. все столбцы, 
за исключением столбца свободных ч л е н о в , д о л ж н ы быть л е к с и к о ­
графически п о л о ж и т е л ь н ы м и . Столбец н а з ы в а е т с я лексикографически 
положительным, если его п е р в ы й с в е р х у отличный от н у л я элемент 
п о л о ж и т е л е н . Один столбец л е к с и к о г р а ф и ч е с к и больше другого , 
если их р а з н о с т ь л е к с и к о г р а ф и ч е с к и п о л о ж и т е л ь н а . 

2. Н а к а ж д о м шаге свободный ч л е н bt в і-й к о н т р о л ь н о й строке 
означает величину , принимаемую переменной xt в точке , в к о т о р о й 
все текущие небазисные переменные о б р а щ а ю т с я в н у л ь . Очевидно, 
что и с х о д н а я таблица я в л я е т с я допустимой д л я двойственной задачи . 
Е с л и эта таблица т а к ж е я в л я е т с я допустимой и д л я п р я м о й задачи , 
то она оптимальна . С д р у г о й стороны, рассмотрим ограничение , 
имеющее отрицательный элемент в столбце свободных членов . 
В таком случае надо действовать по следующим п р а в и л а м : 
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Правило 1. Рассмотрим ограничение с отрицательным элементом 
в столбце свободных членов . Обозначим его к а к 

(Ро \Рг, • • -, Рп)- (5-28) 
Правило 2. Выберем в качестве н а п р а в л я ю щ е г о столбца Ст лекси­

кографически наименьший столбец, который имеет отрицательный 
элемент рт в строке (5.28). 

Правило 3. Д л я каждого столбца Ch с рк < 0 найдем наибольшее 
целое uh ^ CJCT, т. е. возьмем отношения соответствующих элемен­
тов и вычислим Xh = —p/Ju-h- Н а к о н е ц , выберем 

Х = max Kk. 
h 

Заметим, что иг = 1. 
Правило 4. Д о б а в и м ограничение <і0 — — . . . — dnxn, где 

DJ = [_jr] . / = 0, 1, . . . , n , 

т. е. запишем коэффициенты d,- в н и ж н е й строке таблицы. По пра ­
вилу 3 величина X выбирается так , что dT — — 1 . И с п о л ь з у е м это 
dr в качестве н а п р а в л я ю щ е г о з н а ч е н и я п р и замене . 

Замечания 
1. Т а к к а к на к а ж д о м шаге выбирается н а п р а в л я ю щ е е значение , 

равное — 1 , целочнсленность таблицы с о х р а н я е т с я п р и таком пре ­
образовании . 

2. Можно п о к а з а т ь следующее: 
а) столбцы новой таблицы л е к с и к о г р а ф и ч е с к и п о л о ж и т е л ь н ы ; 
б) элементы столбца свободных членов л е к с и к о г р а ф и ч е с к и у б ы ­

вают. 
3. Процесс р е ш е н и я з а к а п ч и в а е т с я , если: 
а) таблица становится допустимой д л я п р я м о й задачи ; 
б) все элементы с т р о к и 

(ро I рх, . . ., р), 
выбранные в соответствии с п р а в и л о м 1, с т а н о в я т с я отрицатель ­
ными, за исключением р 0 ; п р и этом у с л о в и и задача не имеет допу­
стимого р е ш е н и я . 

4. Процесс р е ш е н и я з а к а н ч и в а е т с я через конечное число ш а г о в 
при условии , что существует допустимое целочисленное решение . 

Заметим, что в этом алгоритме н а п р а в л я ю щ и м и могут быть 
только строки , в которых константы ЪІ о т р и ц а т е л ь н ы . К р о м е того, 
в табличной форме только отрицательные элементы могут быть 
н а п р а в л я ю щ и м и . Т а к и м образом, строка может быть н а п р а в л я ю щ е й 
только в том случае , если она н а ч и н а е т с я с отрицательного свобод­
ного члена i l содержит другие о т р и ц а т е л ь н ы е элементы. 

Н о из а, < 0 следует , что [aj/X] -< 0, поэтому если с т р о к а , опре­
д е л я е м а я в ы р а ж е н и е м (5.16), может быть в ы б р а н а в качестве н а п р а в -
1 7 - 0 1 0 3 7 
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л я ю щ е й , то , очевидно, с трока , о п р е д е л я е м а я формулой (5.19), кото­
р а я п о л у ч а е т с я из нее, тоже я в л я е т с я приемлемой. 

Т а к и м образом, еслп в таблице остается хотя бы одна строка , 
к о т о р а я может быть выбрана в качестве н а п р а в л я ю щ е й , то из любой 
т а к о й строки п р и помощи формулы (5.19) можно получить новую 
приемлемую с т р о к у . Е с л п ж е нет пи одной строки , которую можно 
было бы выбрать в качестве н а п р а в л я ю щ е й , то задача п л и у ж е реше­
на , и л и ие имеет р е ш е н и я . 

Замечание. Выбор X (правило 3) дает возможность подправить 
элементы новой строки т а к и м образом, чтобы н а п р а в л я ю щ и й эле­
мент стал р а в е н — 1 . Конечно , это в о з м о ж н о , п о с к о л ь к у д л я доста­
точно больших значений К все отрицательные dj с т а н о в я т с я равными 
—1 п л и о б р а щ а ю т с я в и у л ь . П р а в и л а д л я определения К были полу­
чены из следующих двух требований: 

1. Н а п р а в л я ю щ е е значение должно быть равно — 1 . 
2. В е л и ч и н а X д о л ж н а быть к а к можно меньшей. 

Алгоритм 

П р е д п о л о ж и м , что полностью ц е л о ч и с л е н н а я и с х о д н а я таблица 
я в л я е т с я допустимой д л я двойственной задачи . Е с л и исходная 
т а б л и ц а ие удовлетворяет условию сх > 0, . . ., сп > 0, то необ­
ходимо применить к а к о й - н и б у д ь с п е ц и а л ь н ы й прием. Один из спо­
собов состоит в 'добавлении еще одного о г р а н и ч е н и я : 

где Ьт+1 очень в е л и к о ; тогда н а п р а в л я ю щ е е значение находится 
в этой строке и в л е к с и к о г р а ф и ч е с к и наименьшем столбце. Решение 
этой р а с ш и р е н н о й лппейиой системы я в л я е т с я решением ИСХОДНОЙ 
системы. 

Выбираем с т р о к у с отрицательным значением свободного члена 
(если т а к и х строк нет , то задача решена) ; д л я т а к о й строки выбираем 
^ м и н и н а п р а в л я ю щ и й столбец в соответствии с первыми тремя пра­
в и л а м и , приведенными выше . Строим новую строку типа (5.19) 
и присоединяем эту с т р о к у с н и з у к таблице . З а т е м делаем замену 
в новой строке . Т а к к а к н а п р а в л я ю щ и й элемент равен — 1 , матрица 
остается целочисленной . П о в т о р я е м эти этапы до тех пор , пока не 
будет получено решение , допустимое д л я п р я м о й задачи , и л и пока 
не п о я в и т с я ограничение , п р и котором не существует допустимого 
р е ш е н и я . 

П р и м е р 5.2. Рассмотрим задачу , и с х о д н а я таблица которой п р и ­
ведена п и ж е . Первое пробное решение хг = 0, х2 = 0 ие я в л я е т с я 
допустимым. Поэтому выбираем строку х 5 , соответствующую макси­
м а л ь н о м у отклонению от у с л о в и я допустимости, и строим новое 
ограничение х\. Следующее пробное решение хг — 3, х„ = 0 н а х о ­
дится на гиперплоскости х\ — 0. Это решение тоже ие я в л я е т с я 
допустимым. Т е п е р ь выберем строку хі, соответствующую макси-
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малытому отклонению от у с л о в и я допустимости, и построим огра­
ничение х'„. С л е д у ю щ а я п р о б н а я точка х\ = 2, х„ = 1 л е ж и т [на 

Ф и г, 5.5. 

г и п е р п л о с к о с т и х2 = 0 и я в л я е т с я допустимым и, следовательно , 
оптимальным решением (фиг. 5.5 и т а б л . 5.18—5.20). 

Таблица 5.18 

1 — XI Ѵ2 

О 4 5 (а) Направляющпй столбец 1 

*3 2 —3 —1 (б) (1/1) 4 > 4 ; Хі = 3 

Ч —5 —1 —4 (1/1) 5 > 4; Х 2 = 2 
—7 —3 _ 2 

. T j 0 — 1 0 (в) ^ = 3 
Хп 0 0 —1 

• r i - 3 —1* —1 

Таблица 5.19 

1 - * і — Л'2 

•ч — 12 4 1 
7 - 3 2 
2 —1 - 3 -<-

.т5 2 —3 1 
3 —1 1 

Хп 0 0 - 1 

• т 2 —1 —1 - 1 * 

17* 
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Таблица 5.20 

1 - ХІ х 2 

х0 —13 3 1 
хз 5 —5 2 
%4 1 2 - 3 
*Ь 1 - 4 1 
Хі 2 —2 1 
х2 1 1 —1 

5.6. Алгоритм полностью целочисленного программирования 
с параболическими ограничениями [40] 

Б у д е т п о к а з а н о , что задача целочисленного п р о г р а м м и р о в а н и я 
м и н и м и з а ц и и линейной целевой ф у н к ц и и upu линейных и п а р а б о ­
лических о г р а н и ч е н и я х может быть решена за конечное число шагов 
п р и помощи небольшой модификации вышеизложенного алгоритма 
Гомори . 

З а д а ч а . Т р е б у е т с я минимизировать 

п 

z= S CiXi—co, (5.29) 
i = l 

где хІУ . . ., хп — неотрицательные целые ч п с л а , п р и п а р а б о л и ч е с к и х 
о г р а н и ч е н и я х с целочисленными коэффициентами 

РІ ( ж ) > 0 , / = 1, . . ., т. (5.30) 

Коэффициенты с ; , і = 0, 1, . . ., п,— целые ч и с л а . 

Определение (параболические ограничения). П а р а б о л и ч е с к и м 
о г р а н и ч е н и е м fc-ro р а н г а н а з ы в а е т с я к в а д р а т и ч н а я форма 

k 

a m - L 0 ( x ) - 2 bs(Ls(x))2>0, (5.31) 
s = l 

где bs — п о л о ж и т е л ь н ы е ч и с л а , a L s (x), s = 0, 1, . . ., к,— линейно 
независимые, однородные, линейные формы от п переменных вида 

п 

Ls{x)= 2 cisiXi. (5.32) 
i = l 
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К а к и в алгоритме Гомори, будем решать задачу в табличной 
форме: 

0 а п . . • а1п 

0 a,hi • • • a-kn 

аоо а01 . • • а 0 п 

(5.33) 

Верхние к строк составлены из коэффициентов линейных форм 
71 

Ls (х) = 2 asiXi, s Ф О, 
і = і 

которые в о з в о д я т с я в к в а д р а т . Они однородны, т ак к а к все asn = 0. 
В н и ж н е й строке з а п и с а н ы коэффициенты линейной формы L 0 . 

Очевидно, если ограничение линейное , то оио занимает только 
одну линию. 

П р е о б р а з о в а н и е . Параболическое в ы р а ж е н и е 

а00 - U (x) - h (U (ж)) 2 - . . . - b k ( L h (x))* (5.34) 

п р е о б р а з у е т с я путем замены (как в алгоритме Гомори) . 
В результате п р е о б р а з о в а н и я Гаусса — И о р д а н а п р и н а п р а в ­

л я ю щ е м значении dr в таблице 

0 аи . • «in bi 

0 • O-hn b k 

«01 • • • а 0 п 

d0 • • d n 

(5.35) 

и п р и неизменных з н а ч е н и я х bs п о л у ч а е т с я следующее представле­
ние параболического в ы р а ж е н и я в новых переменных: 

_ 
ап . 

Я/Ю а-іи • • • « Im Ьк 

«00 «01 • • • а0п 

(5.36) 
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Однако элементы столбца свободных членов не р а в н ы н у л ю , as0 Ф О, 
s Ф 0. Поэтому необходим еще один шаг , чтобы в е р н у т ь с я от неодно­
родной формы JK с тандартному виду (восстановление) . 

П р а в и л о в о с с т а н о в л е н и я . З а м е н я е м 

_ _ h _ _ 
аоі на аоі — 2 У] bsas0asi п р и іфО, 

_ _ k _ 
a 0 0 на ß 0 0 — 2 М в о > (5.37) 

s=l 

a s 0 на 0 п р и s^=0. 

Д р у г и е з н а ч е н и я asi и frs остаются нензменны.мп при і Ф 0 и s Ф 0. 

Алгоритм 

К а к и в алгоритме Гомори, т аблица д о л ж н а у д о в л е т в о р я т ь сле ­
дующим требованиям: 

1. п в е р х н и х ограничений д о л ж н ы быть л и н е й н ы м и и лпнейно 
независимыми. В качестве т а к и х строк по возможности в ы б и р а ю т с я 
контрольные строки и л и линейные базисные о г р а н и ч е н и я , но иногда 
необходимо д о б а в л я т ь подходящие фиктивные о г р а н и ч е н и я . П р и ч и н а , 
по которой может о к а з а т ь с я невозможным использовашіе к о н т р о л ь ­
ных строк таблпцы в качестве п в ерхних строк , с в я з а н а с требова­
нием 2. 

2. Все столбцы, за исключением столбца свободных членов , 
д о л ж н ы быть л е к с и к о г р а ф и ч е с к и п о л о ж и т е л ь н ы м и (для с р а в н е н и я 
см. алгоритм Гомори) . П р е д п о л о ж и м , что и с х о д н а я таблица удовле­
творяет этим у с л о в и я м . Тогда алгоритм будет представлять собой 
последовательность п р е о б р а з о в а н и й , применяемых к этой таблице . 
Рассмотрим самое верхнее ограничение , имеющее о т р и ц а т е л ь н ы й 
элемент в столбце свободных ч л е н о в . Е с л и это ограничение 

(а0 I ах, . . ., ап) 

линейное , то поступаем т а к ж е , к а к п р и и с п о л ь з о в а н и и алгоритма 
Гомори. Е с л и это параболическое ограничение , то поступаем так ж е , 
к а к п р и и с п о л ь з о в а н и и алгоритма Гомори . Можно п о к а з а т ь , что 
алгоритм з а к а п ч и в а е т с я после конечного числа ш а г о в . 

П р и м е р 5.3. Т р е б у е т с я минимизировать z = ох + у, где х и у — 
неотрицательные целые величины п р и о г р а н и ч е н и я х 

Qx — 2у — хг — 3 ^ 0, 
5(х + у ) - ( х - у)2 - 16 > 0. 

Решение. Н а первом шаге составляем т а б л и ц у . Ограничение 

5 (x + у) - (x - у)2 - 16 > 0 



Целочисленное программирование 263 

записываем в виде 

Л и н е й н а я часть 

0 — 1 1 1 

- 1 6 — 5 - 5 

Н е и з м е н я я задачу , добавляем о г р а н и ч е н и я х ^ 0, у ^ 0. Эти огра­
ничения одновременно будут с л у ж и т ь и к о н т р о л ь н ы м и с т р о к а м и , 
и д в у м я верхними линейно независимыми о г р а н и ч е н и я м и . Т а к и м 
образом, и с х о д н а я таблица имеет т а к о й вид, к а к т а б л и ц а 5.21. 

Таблица 5.21 

Столбец свободных членов 

Контрольные стро­
ки 

Первое ограниче­
ние 

Второе ограниче­
ние 

0 3 1 

0 —1 0 
0 0 —1 

0 —1 0 1 

- 3 —6 2 

Ü —1 1 1 

—16 —5 —5 

—1 0 

Н а х о д и м н а п р а в л я ю щ и й элемент, необходимый д л я замены; выби­
раем самое верхнее ограничение с отрицательным элементом в столбце 
констант . Заметим, что это вектор-строка 

3 — 6 

Здесь н а п р а в л я ю щ и м столбцом с л у ж и т Clt соответствующий отрица­
тельному элементу —6. И з п р а в и л а 3 следует , что 

В соответствии с п р а в и л о м 4 добавляем ограничение с/о — dlx — dw\ 
здесь 

= 0. 

Выбрав в качестве н а п р а в л я ю щ е г о з н а ч е н и я dx, делаем замену , что 
дает табл . 5.22, а затем восстановление , что дает табл . 5.23. Предо­

с т а в л я е м читателю проверить этап восстановления . П р о д о л ж а е м 
процесс, в ы б и р а я в качестве нового опорного з н а ч е н и я d„ = — 1 . 
Новые таблицы приведены н и ж е (табл. 5.24—5.26). 
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Т а б л . 5.26 я в л я е т с я оптимальной п даст решение х == у = 2. 
В качестве практического прпмера ниже рассмотрена задача 

о спутнпке . 
Таблица 5.22 

- 3 3 1 

1 
0 

- 1 0 
0 —1 

1 - 1 0 1 

о - 6 2 

1 - 1 1 1 

—11 - 5 - 5 

Таблица 5.23 

—3 3 1 

1 
0 

— I 0 
0 - 1 

0 - 1 0 1 

о - 4 2 

0 - 1 1 1 

— 12 - 3 - 7 

2 - 1 - 1 * 

Таблица 5.24 

- 5 2 1 

1 
2 

- 1 0 
1 - 1 

0 —1 0 1 

—2 - 6 2 

0 - 2 1 1 

_ 2 —4 - 3 

— 1 —1* 0 
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Таблица 5.25 

— 7 2 1 

2 —1 0 
•1 1 —1 

0 —1 0 1 

3 - 4 
j 

2 

0 2 1 1 

2 4 —7 

— 1 0 — 1* 

Таблица 5.26 

—6 2 1 

2 
2 

- 1 0 
1 —1 

0 - 1 0 1 

1 - 4 2 

0 —2 1 і 

4 2 - 5 

* * * 

5.7. Алгебраическая формулировка задач 

Задача с использованием спутников связи [33] 

В г л . 1 в качестве п р и м е р а приводилась задача о с в я з и через 
с п у т н и к и . Здесь она будет с ф о р м у л и р о в а н а в виде з а д а ч и двоичного 
п р о г р а м м и р о в а н и я . 
і П р е ж д е чем представить модель , рассмотрим трехмерную диа­
грамму (фпг. 5.6), и л л ю с т р и р у ю щ у ю возможность и с п о л ь з о в а н и я 
спутникового передатчика в данном н а п р а в л е н и и с в я з и в течение 
некоторого времени t, где t разделено на дискретные и н т е р в а л ы 
р а в н о й п р о д о л ж и т е л ь н о с т и . П р и м е м , что н а п р а в л е н и я с в я з и и спут­
н и к и упорядочены и п р о н у м е р о в а н ы и что всего имеется п н а п р а в л е ­
ний с в я з и и m с п у т н и к о в . Б е з п о т е р и общности можно п р и н я т ь , что 
на к а ж д о м спутнике установлено к передатчиков и, следовательно , 
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что все km передатчики п р о н у м е р о в а н ы в естественном п о р я д к е . 
И з фиг. 5.6 видно, что на с п у т н и к а х может быть установлено разное 
количество передатчиков . Н а ш а модель пригодна п р и любом к о л и ­
честве передатчиков на спутнике . Приемно-нередающнм устройством 
будем н а з ы в а т ь систему приемник — передатчик . 

В качестве начального ш а г а дадим у п р о щ е н н у ю ф о р м у л и р о в к у 
задачи д л я с л у ч а я одного периода и простой целевой ф у н к ц и и . Затем 

1 Спутникобые 
j пдредатчики 

Ф п г. 5.6. 

обобщим ф о р м у л и р о в к у на с л у ч а й больших отрезков времени и более 
с л о ж н ы х целевых функций . 

Обозначим спутниковые передатчики через i, і= 1, . . ., m, 
н а п р а в л е н и я с в я з и — через / , j = 1, . . ., n, а в р е м я в дискретных 
единицах — через t. Д а л е е п о л о ж и м 

{ 1, если передатчик і можно использовать 
в н а п р а в л е н и и с в я з и / в момент t п он 
д о л ж е н вести передачу , 
—р в противном случае (р — п р о и з в о л ь ­
ное положительное число) , 

( 1, если передатчик і и с п о л ь з у е т с я в на-
Xtjt = s п р а в л е н и и с в я з и / в момент t, 

1 0 в противном случае 

и пусть r i j t означает количество с п у т н и к о в ы х передатчиков , которые 
д о л ж н ы и с п о л ь з о в а т ь с я в н а п р а в л е н и и с в я з и / в момент t. Обозначив 
стоимость, получаемую в р е з у л ь т а т е и с п о л ь з о в а н и я передатчика і 
в н а п р а в л е н и и с в я з и ; в момент t, через ctjt, можно с ф о р м у л и р о в а т ь 
следующую з а д а ч у о н а з н а ч е н и я х в момент t0. 
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З а д а ч а . Н а й т и Х , ; / 0 , т а к о е , что 

i 

(передатчик в данный момент можно использовать только в одном 
н а п р а в л е н и и связи ) , 

Z J Лі}і0 — 7lia 
i 

(в н а п р а в л е н и и с в я з и / следует использовать определенное число 
передатчиков) и 

2 сц10ац10Хц1о = max. 

Замечание. Отметим, что в в ы ш е и з л о ж е н н о й формулировке огра­
н и ч е н и я заданы в виде равенств . Очевидно, что это не о б я з а т е л ь н о , 
т ак к а к число передатчиков , которые можно использовать в данном 
н а п р а в л е н и и с в я з и , может превышать з а д а н н у ю в е л и ч и н у и л и 
наоборот . Н а ш а задача я в л я е т с я специальным случаем т р а н с п о р т н о й 
задачи . О г р а н и ч е н и я м и в т а к о й задаче я в л я ю т с я следующие: 

1. Е с л и в какой-то момент времени д л я всех н а п р а в л е н и й с в я з и 
число требуемых передатчиков превышает доступное чпсло пере­
датчиков , то в алгоритм иадо ввести один искусственный (пли фиктив­
ный) с п у т н и к о в ы й передатчик , чтобы можно было записать ограниче­
ние на числа требуемых и доступных передатчиков в виду равенства , 
а не неравенства . 

2. Е с л и д л я передачи информации требуется меньше передатчи­
ков , чем количество передатчиков , с которыми в о з м о ж н а с в я з ь , 
то надо ввести искусственное н а п р а в л е н и е с в я з и , чтобы превратить 
перавепство в равенство . Д л я искусственного н а п р а в л е н и я с в я з и q 
полагаем ачц = 1 п р и всех j и t. Стоимость, соответствующая фик­
тивному передатчику , п о л а г а е т с я р а в н о й н у л ю . 

Е с л и количество приемно-передающпх устройств ограничено 
в о з м о ж н о с т я м и антенн, можно учесть и это ограипчеиие путем 
д о б а в л е н и я к приведенным выше суммам ограничений на 2 ХІЛО-

і 
В таком случае эта сумма не д о л ж н а п р е в ы ш а т ь количества приемио-
передающих устройств , которые можно использовать в н а п р а в л е н и и 
с в я з и ] ' . Н а л о ж е н и е т а к и х о г р а н и ч е н и й ие выводит н а ш у задачу за 
пределы транспортной задачи . 

М о д и ф и ц и р о в а н н а я м о д е л ь . Модифицируем модель в двух суще­
ственно в а ж н ы х н а п р а в л е н и я х . Во-первых , п е р е ф о р м у л и р у е м ее 
т а к и м образом, чтобы расписание составлялось д л я н е с к о л ь к и х 
периодов . Кроме того, будем использовать целевую ф у н к ц и ю , к о т о р а я 
включает другие в а ж н ы е факторы, помимо рассмотренных ранее . 
Е с л и обозначить м а т р и ц у (а і у-, і + и ) в момент t + и через At+U, то 
п о л у ч и т с я более с л о ж н а я задача о н а з н а ч е н и я х д л я н е с к о л ь к и х 
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периодов, в которой используется блочно-диагональная матрица вида 

Н а п р а в л е н и я связи 

'At 0 . . . О Г 

Передатчики с п у т н и к а 
О А ш . . . О / 

0 0 . . . At+S I 

Rt Rt+\ • • • Ri+s 

где величины / в п р а в о й части представляют собой вектор-столбцы, 
состоящие из единичных элементов, у к а з ы в а ю щ и х иа возможность 
и с п о л ь з о в а н и я передатчиков в определенное время ; Rt+U — вектор-
строка , элементами r,-, t+a которой я в л я ю т с я числа требуемых пере­
датчиков в н а п р а в л е н и и с в я з и / в момент t -f- и. 

З а д а ч а ф о р м у л и р у е т с я теперь следующим образом: 

З а д а ч а . Н а й т и Xij, ; + ц , т акие , что 

і 

У; Xu. t+u = Tj, t+u. Для всех / и и 

у 
і , І , « 

сц. t+udij, i+uXij, ( + u = max. 

Ц е л е в а я ф у н к ц и я тоже модифицируется путем введения двух 
дополнительных факторов . П е р в ы й з а к л ю ч а е т с я в том, что требуется 
составить расписание т а к и м образом, чтобы с т а н ц и я в общем случае 
не п е р е к л ю ч а л а с ь с одного спутника на д р у г о й , еслп один нз них 
у ж е и с п о л ь з у е т с я в каком-то н а п р а в л е н и и с в я з и , т ак к а к п е р е ­
ключение увеличивает расходы. Пусть аи-, і + и — стоимость пере­
к л ю ч е н и я . Тогда в т о р а я нагла ц е л ь состоит в м и н и м и з а ц и и расходов 
на переключение , которые м о ж н о в ы р а з и т ь с помощью ф у н к ц и и 

s 

S 2 dij,t+u(a,ij t+u+iXij t+u+i •—0,1 j t+uX i j . t+u)2 

i, j M=0 
К в а д р а т здесь и с п о л ь з у е т с я потому, что п р и н а л и ч и и п е р е к л ю ч е н и я 
стоимость д о л ж н а быть п о л о ж и т е л ь н о й . Е с л и передача занимает 
один период времени, то стоимость п е р е к л ю ч е н и я у ч и т ы в а е т с я 
в моменты, когда передача з а к а н ч и в а е т с я и, возможно , т а к ж е когда 
передача начинается . По-видимому, это не я в л я е т с я серьезным недо­
статком. (В противном случае фактор п е р е к л ю ч е н и я можно учесть 
п р и помощи какого -нибудь другого соотношения . ) Д р у г а я цель 
состоит в том, чтобы минимизировать число с л у ч а е в , когда передатчи­
к и не и с п о л ь з у ю т с я п л и когда их не хватает . Е с л и обозначить стои­
мость , с в я з а н н у ю с этим фактором, через е,-, t+u, то надо мппимизи-



Целочисленное программирование 2G9 

ровать 

S eJ- t+u (/J atj. t+иХц, t+u — Tj, t + u ) . 
j , и i 

Эти т р и целевые ф у н к ц и и , доход, у б ы т к и от переключений 
и невыполнений з а я в о к можно объединить в одну , у м н о ж а я первую 
целевую функцию на —1 и п е р е х о д я от задачи м а к с и м и з а ц и и к задаче 
минимизации взвешенного среднего . 

Теперь задача ф о р м у л и р у е т с я следующим образом: 

З а д а ч а . Т р е б у е т с я н а й т и Хц, t + u , т а к и е , что 

2 Ха, t+u = i . 
S Xii- t+u — rj- t+u 
i 

и 

—a 2 Cij. t+uHj. t+uXij, t+u~\-
i, j , и 

+ ß S dij. t+u.(a-ij. i+u+iXtj. i+u+[—aij. t+u%ij. i+u)2-\-
i, І . "U 

4- (1 — a — ß) S ci- t+u (S a ä - і+и — г и , i+uf = m i n , 
.7, « І 

где a 4- ß < 1, a > 0, ß > 0. 
Эта задача представляет собой задачу о н а з н а ч е н и я х с к в а д р а т и ч ­

ной целевой функцией . Отметим, что , т ак к а к Хц, t + u принимает 
двоичные з н а ч е н и я , можно записать X\j, t+u = Хц, t+a; однако 
этого недостаточно д л я л и н е а р и з а ц и и целевой ф у н к ц и и . 

В в о д я переменную 
71 71 

z = a+ У] atXi4- S aijXiXj, 
i=l i, 7=1 

п о л у ч а е м з а д а ч у м и н и м и з а ц и и линейной целевой ф у н к ц и и z п р и 
дополнительном параболическом ограничении 

71 71 

z — a—~5]аіХі— 2 aijXiXj^O, 
i=l i, ; = 1 

к которой применим метод, о б с у ж д а в ш и й с я в разд . 5.6. 
Б л о ч и о - д п а г о н а л ь н а я матрица может быть использована д л я 

с о с т а в л е н и я р а с п и с а н и я на один пли более периодов времени , н а п р и ­
мер д л я периода (t, t -\- ѵ), где ѵ ^ s. Затем блочные м а т р и ц ы д р у г и х 
периодов и с п о л ь з у ю т с я в необходимом по времени п о р я д к е д л я обра­
з о в а н и я следующей блочио-диагональной м а т р и ц ы , дополнительными 
ч л е н а м и которой я в л я ю т с я блоки , описывающие возможность исполь ­
з о в а н и я передатчиков в определенных н а п р а в л е н и я х с в я з п в после­
дующие периоды времени. Т а к и м образом, количество передатчиков , 
которые можно применять в некотором н а п р а в л е н и и с в я з и , и число 
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требуемых передатчиков и с п о л ь з у ю т с я д л я того, чтобы п о в л и я т ь на 
расписание в настоящее в р е м я , в частности в н а п р а в л е н и и с о к р а щ е ­
н и я числа переключений . 

Л и н е а р и з а ц и я . Работа по решению (в ц е л ы х числах) к в а д р а т и ч ­
ных задач о н а з н а ч е н и я х , т а к и х , к а к о п и с а н н а я выше, п р о д о л ж а е т с я . 
Однако в настоящее в р е м я наиболее полезным алгоритмом, дающим 
целочисленные з н а ч е н и я , я в л я е т с я алгоритм транспортной задачи , 
к о т о р ы й может быть применен к задаче о н а з н а ч е н и я х с линейной 
целевой функцией . 

Т а к к а к ц е л е в а я ф у н к ц и я я в л я е т с я к в а д р а т и ч н о й , ж е л а т е л ь н о 
было бы изменить эту ф у н к ц и ю т а к , чтобы она стала л и н е й н о й . 
Н а п р и м е р , еслп а = 1 (и, следовательно , ß = 0) и требуется м а к с и ­
мизировать доход, то задача я в л я е т с я линейной . Однако при помощи 
подходящего выбора коэффициентов стоимости можно ввести допол­
н и т е л ь н ы й л и н е й н ы й член . Рассмотрим временной и н т е р в а л (t, t -f- s), 
в котором величина s выбирается достаточно малой д л я того, чтобы 
существовало допустимое расписание . Пусть bjt — в р е м я в интер­
вале (t, t A- s), остающееся до момента п р е к р а щ е н и я и с п о л ь з о в а н и я 
передатчика в н а п р а в л е н и и с в я з и j ; ftp — длительность отрезка 
времени, н а ч и н а я с момента t, в течение которого і-й передатчик 
может быть использован в j-u н а п р а в л е н и и с в я з и . Определим 

( bu — fut, если разность > 0 , 
ö U ' } 0 в противном случае. 

П р и этом л и н е й н а я ф у н к ц и я стоимости, которую надо минимизи­
ровать (и к которой применим алгоритм транспортной задачи) , 
имеет впд 

— а У, си, t+uUij, t+uXu, t+u + (1—ce) У] gij, t+uXtj, t+u, 
г, j , и i , 5, u 

где 0 < a ^ 1. 
Удобным методом о т ы с к а н и я решений задачи в р а з л и ч н ы х и з л о ­

ж е н н ы х выше ф о р м у л и р о в к а х может с л у ж и т ь бивалентное п р о г р а м ­
мирование , которое будет описано в разд . 5.8. 

Замечание. Е с л и задача решена д л я одного периода , в течение 
которого возможна с в я з ь , т. е. величина X^t получеиа д л я одного 
з н а ч е н и я t, то п е р е к л ю ч е н и я могут быть учтены путем модификации 
м а т р и ц ы (аи, і+і) иа следующий период времени с использованием 
р а с п и с а н и я иа д а н н ы й период времени. В этом случае введем 

а-Ь, і+і — aiU І+Ï (1 + СХm), 

где С — константа , значение которой в ы б и р а е т с я т ак , чтобы были 
у р а в н о в е ш е н ы стоимость п е р е к л ю ч е н и я и стоимость невыполнения 
требований . В рассматриваемом случае 0 •< С - < 1 . П р и этом целе­
вой ф у н к ц и е й я в л я е т с я доход и ставится задача м а к с и м и з а ц и и п р и 
о г р а н и ч е н и я х в момент 
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Задача о потоках в сетях 

Пусть вершины г 0 и ѵп н а п р а в л е н н о г о графа означают источник 
и сток некоторой субстанции , п р о х о д я щ е й по дугам . Кроме того , 
примем, что дуга , с о е д и н я ю щ а я в е р ш и н ы ь\ п vj, имеет определенную 
п р о п у с к н у ю способность , нлп в е р х н и й предел потока c , j . Н а к о н е ц , 
пусть Cjj — стоимость п р о х о ж д е н и я единицы потока по дуге . Задача 
о потоке ф о р м у л и р у е т с я к а к задача линейного п р о г р а м м и р о в а н и я , 
в которой требуется м и н и м и з и р о в а т ь 2 С^х^ при полном потоке с 

і, 3 
из ѵ0 в ѵп и при о г р а н и ч е н и я х 

(xoj — xjo) = с, 
з 

S (xij — xji) = 0, i = l , n — 1, 
3 

(xnj— xjn) — c , 
3 

0-^.xij^CCij д л я к а ж д о й д у г и . 

З а д а ч и линейного п р о г р а м м и р о в а н и я такого типа , которые ста­
в я т с я к а к транспортные задачи , иногда удобно рассматривать к а к 
задачи о потоках в сетях . 

Задача о коммивояжере [11, 31а] 

Пусть задана матрица dtj, і Ф р а с с т о я н и й между любыми 
д в у м я в е р ш и н а м и графа . Т р е б у е т с я п р о л о ж и т ь м а р ш р у т , к о т о р ы й 
н а ч и н а е т с я в «базовом городе» с индексом 0, проходит через все 
намеченные точки в определенном н а п р а в л е н и и и з а к а н ч и в а е т с я 
в исходной точке . Е с л и п о л о ж и т ь x t j = 1 пли 0 в зависимости от­
того, проходит и л и нет н а п р а в л е н н а я дуга (на схеме, п р е д с т а в л я ю ­
щей возможные пути) из в е р ш и н ы і в в е р ш и н у / , то можно з а п и с а т ь 
следующие у с л о в и я на м а р ш р у т (частный с л у ч а й элегантной форму­
л и р о в к и , данной в [31а]): 

п 

S Xlj = 1 ! 7 = 1 , • • • I 
і = 0 
•i=r=j 

n 

2 XU ~ 1 > І = 1, . . . , 71, 
3=0 
Зт=І 

n 
xi0 = 1, 

i = l 

lit — Uj-\-nxij*Cn — 1, m, i = l , 77, — произвольные действитель­
ные числа . 
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В этой задаче требуется минимизировать д л и н у маршрута 

Задача о четырех цветах [11] 

Пусть области на плоской карте п р о н у м е р о в а н ы к а к г — 1, 2, . . . 
. . ., п. П е р е м е н н а я tr принимает целые з н а ч е н и я 0 < ; tT 3. 
Т а к и м образом, tr приписывает области с номером г один из четырех 
цветов , обозначенных к а к 0, 1, 2, 3. Е с л и две области г и s имеют 
общую г р а н и ц у , то tT — ts ф. 0. Т а к о е соотношение з аписывается 
д л я к а ж д о й п а р ы смежных областей. Соотношение д л я одной п а р ы 
может быть записано к а к 

либо tr — ts ^ 1, либо ifs — tr ^ 1. 

Эту п а р у неравенств можно переписать в виде 

tr — ts > 1 — 4 ô r s 

и 
ts — tr ^ — 3 + 4ôVs, 

где ô r s = 0 и л и 1. И з м е н я я r n s от 1 до n, получаем систему т а к и х 
неравенств . З а д а ч а тогда з а к л ю ч а е т с я в том, чтобы определить , м о ж ­
но л и выбрать целые числа 0^.tr ^ 3, /• = 1, . . ., п. и двоичные 
переменные ô r s , r , s = 1, . . ., п, т ак , чтобы система неравенств 
имела решение . Е с л и нет, то предположение о том, что tT принимает 
т о л ь к о четыре з н а ч е н и я , н е п р а в и л ь н о . 

Алгебраическая формулировка задачи о пересечении для йодного графа 

З а д а ч а о пересечении д л я полного графа у ж е о б с у ж д а л а с ь в г л . 2; 
дадим теперь и з я щ н у ю алгебраическую ф о р м у л и р о в к у , п р е д л о ж е н ­
ную Б е й с и н о м [4] . Л е г к о п о к а з а т ь , что в полном графе всегда суще­
ствует гамильтонов ц и к л . Однако подход Б е й с и и а предполагает , 
что граф с м и н и м а л ь н ы м числом пересечений содержит гамильтонов 
ц и к л / / с дополнительным условием, что на его ребрах нет пересе­
чений . П р и ч и н а этого у с л о в и я п о я с н я е т с я схемой р е а л и з а ц и и 
(см. работу [5] в списке л и т е р а т у р ы к г л . 2). Эта схема я в л я е т с я 
а л ь т е р н а т и в о й к представлению в виде м н о г о у г о л ь н и к а , описанному 
в г л . 2. Из р а с с м о т р е н и я ц и к л а который представляет собой 
простую з а м к н у т у ю к р и в у ю , очевидно, что ребра , не в х о д я щ и е в Н, 
могут быть и л и внутренними , и л и внешними по отношению к / / . 
Все ребра , внутренние по отношению к вместе с любым под­
множеством ребер I I определяют подграф G±. Р е б р а , внешние по 
отношенпю к II, вместе с остальными ребрами / / определяют под­
граф G 2 , который я в л я е т с я дополнением к Gx во всем графе , т. е. вме-
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сте они составляют весь г р а ф . В е р ш и н ы , которые все п р и н а д л е ­
ж а т II, п р о н у м е р о в а н ы к а к 1, 
часовой с т р е л к и . Н а фиг. 5.7 и з о б р а ж е н пол­
ный граф с п я т ь ю в е р ш и н а м и , подграф выде­
л е н ж и р н ы м и л и н и я м и . 

Заметим, что п е р е с е к а т ь с я могут только 
ребра , внутренние и л и внешние по отноше­
нию к II. В с и л у выбранного способа нуме­
р а ц и и ребра пе ре с е каются тогда и только 
тогда , когда номера их соответствующих 
в е р ш и н п е р е к р ы в а ю т с я , т. е. ребра е и - и е ы 

пересекаются тогда и только тогда, когда 
они н а х о д я т с я в одном подграфе (Gx п л и G2) 
и < I < ) <<&<лг. Д л я всех і и / , 
которые удовлетворяют условию l^Ci <Cj *Сп, 

С 1, если ец £ Gx, 

іг в н а п р а в л е н и и д в и ж е н и я 

Ф n г, 

п о л о ж и м 

а д л я всех 
п о л о ж и м 

i и 7, 

Д л я примера 
фиг. 5.7: 

~ 1 ] \ 0, если etj Ç G 2 , 

которые удовлетворяют условию K j < i < ! n , 

_ f 1. если еі} в G2, 
l J — } 0, если ец Ç Gx. 

рассмотрим м а т р и ц у (ац), соответствующую 

1 
2 

(аи) = 3 
4 
5 

1 
О 
1 
1 
О 

1 
О 
о 
о 
о 

о 
о 
1 
о 
о 

о 
1 
1 
1 
о 

Н а г л а в н о й д и а г о н а л и все элементы р а в н ы п у л ю , так к а к в графе 
отсутствуют петли . Д в е д и а г о н а л и , п р о х о д я щ и е с н и з у и с в е р х у 
от г л а в н о й , определяют , п р и н а д л е ж и т л и некоторое ребро I I под­
графу Gx и л и G2. Отметим, что элементы т р е у г о л ь н и к а над г л а в н о й 
диагональю определют Gx, а элементы н и ж н е г о т р е у г о л ь н и к а опре­
деляют G2. Это следует из о п р е д е л е н и я аі}- и с в я з а н о со свойством 
п е р е к р ы в а н и я индексов . 

Т е п е р ь ацам = 1, е сли ребра е и и е и п р и н а д л е ж а т одному под­
г р а ф у . К р о м е того , эти ребра п е р е с е к а ю т с я , е сл и 1 і <С к <С j <С 
< I ^ п (т. е. их индексы п е р е к р ы в а ю т с я ) . Т а к и м образом, общее 
число пересечеипй м о ж н о записать следующим образом: 

Пересечения в G, 

2 0>ij(lhl 
Пересечения в G2 

ацаы-

18-01037 
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Заметим, что если ребро , соединяющее і с / , п р и н а д л е ж и т Gx, 
то ребро , соединяющее j с і, которое я в л я е т с я тем ж е ребром, ие-
п р и н а д л е ж и т 673; следовательно , а,ц = 1 — аі3 = atj. Ч т о б ы облег­
чить вычисление но этой формуле , отметим, что , д л я того чтобы 
etj i l ehi пересекались^ядолжны п е р е с е к а т ь с я их ипдексы. Следова­
тельно , в е13 индекс / ' д о л ж е н п р е в ы ш а т ь i ne менее чем на 2, т ак что 
і не может превышать п — 3, потому что тогда / может п р и н и м а т ь 
т о л ь к о з н а ч е н и я п —• 1 (и п), и, чтобы получилось пересечение, 
к д о л ж н о быть равно п — 2, Z должно быть равно п и, следовательно , 
j в действительности не может быть равно п. Т а к и м образом, / может 
быть равно самое большее п — 1. Аналогично к м е н я е т с я м е ж д у і + 1 
и / — 1, а I — м е ж д у / -f- 1 и 7г. Т а к и м образом, имеем 

ТІ — 3 71—1 j — 1 n Tl—3 Tl—1 j—1 Tl 

S S а.ц{ S S а-и)Л- S S a a { S S ahi}. 
i = l j=i+2 ft=i+l 1=1 j = t + 2 ft=i+l l=j+l 

И с п о л ь з у я ciij = 1 — a-ij, получаем , что число пересечений 
составляет 

C n - S 2 ( î - i - i ) ( n - i + i-i)a,j + 
г = 1 і = і + 2 

т і - 3 т і - 1 ä - 1 n 

+ 2 S S a w { S S a h I } . 
i = l j = t + 2 h = i + l I = S + 1 

З а д а ч а теперь состоит в том, чтобы придать аі3 т акие з н а ч е н и я (0 ИЛИ 
1), которые м и н и м и з и р о в а л и бы написанное выше в ы р а ж е н и е . З а м е ­
тим, что в полном графе м а к с и м а л ь н о е число пересечений равно С\\. 
Этот метод подразумевает выборочное «изъятие» ребер из в н у т р е н н е й 
области м н о г о у г о л ь н и к а с м а к с и м а л ь н ы м пересечением, описанного 
в г л . 2. 

Дихотомическая задача [11 ] (случай двух взаимно исключающих условий) 

П р е д п о л о ж и м , что задача ставится т а к и м образом, что д о л ж н о 
быть выполнено условие типа либо — либо , т . е. в ы п о л н я е т с я либо 
условие G (хх, . . ., хп) ^ 0, либо условие I I (хх, . . ., хп) > 0 д л я 
хх, . . ., хп, п р и н а д л е ж а щ и х некоторому миожеству S. П у с т ь L G — 
н и ж н я я г р а н и ц а д л я G, a L H — н и ж н я я г р а н и ц а д л я II; б — двоич­
н а я п е р е м е н н а я , к о т о р а я принимает з н а ч е н и я 0 и л и 1. Тогда задача 
ф о р м у л и р у е т с я следующим образом: н а й т и хх, . . ., хп Ç S и о, т а к и е , 
что неравенства 

G (хх, . . ., хп) — 5LG > О 

I I (хх, ., хп) - (1 - б) Ья > О 

в ы п о л н я ю т с я . Заметим, что если б = 1, то первое условие выпол­
н я е т с я , а если 6 = 0 , то второе условие в ы п о л н я е т с я . У с л о в и я 
0 ^ ^ 2, 0 ^ < 2 и либо хх ^ 1, либо а?2 ^ 1 можно заменить 
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на у с л о в и я 

О ^ а г ^ І + б , 0 < ^ 3 s ^ 2 — Ö, O s ^ ô s ^ l , 0 = 0 , 1 . 

В общем случае если решение 

d (Хі, . . ., Хп) > 0, . . ., Gm (Хі, . . ., Хп) > О 

должно быть т а к и м , чтобы в ы п о л н я л и с ь одновременно к у с л о в и й , 
то систему м о ж н о заменить на 

Gi - ô j A > 0, . . ., Gm - SmLm > 0, 

где Li — н и ж н я я г р а н и ц а д л я Gt, і — 1, . . ., m, a ô ; — целочислен­
ные переменные, которые у д о в л е т в о р я ю т у с л о в и ю 

ö\ + ô 2 + . . . + ô m = m — к, 0 sg: 8І 1, і = { , . . . , т. 

Н а п р и м е р , у с л о в и е , что хх принимает одно из з н а ч е н и й а 2 , . . ., ah, 
можно переписать в виде 

Хі = aßi + . . . + ak8h, ôx + . . . -b ô h = 1, = 0 или 1. 

Е с л и на другие переменные н а л о ж е н ы аналогичные у с л о в и я , то о н и 
могут быть представлены в таком ж е виде . 

5.8. Псевдобулевы методы в бивалентном программировании *> 

И з л о ж е н и е метода бивалентного п р о г р а м м и р о в а н и я разбито на 
т р и части . В первой части и з у ч а ю т с я р е ш е н и я л и н е й н ы х систем 
псевдобулевых у р а в н е н и й и неравенств . Во второй части о б с у ж д а е т с я 
с л у ч а й нелинейных систем псевдобулевых у р а в н е н и й и н е р а в е н с т в . 
В последпей, третьей части р а с с м а т р и в а е т с я задача м и н и м и з а ц и и , 
но не м а к с и м и з а ц и и , псевдобулевой ф у н к ц и и с о г р а н и ч е н и я м и и без 
н и х . Г л а в н ы м источником и н ф о р м а ц и и здесь я в л я е т с я работа X э м ­
мера (Ивэиеску) и Р у д е а н у [22]. 

Б у л е в а алгебра Въ д в у х элементов состоит из множества {0 , 1} , 
над которым определены две бпиарные и одна у н и т а р н а я о п е р а ц и и , 
которые н а з ы в а ю т с я д и з ъ ю н к ц и я (U)> к о н ъ ю н к ц и я (Г|) и дополне­
ние (х) соответственно. Эти о п е р а ц и и о п р е д е л я ю т с я с л е д у ю щ и м и 
т а б л и ц а м и : 

Д и з ъ ю н к ц и я К о н ъ ю н к ц и я Д о п о л н е н и е 
и 0 1 n 0 1 X 

0 0 1 0 0 0 X 
i 1 1 1 0 1 

Определение. Псевдобулева ф у н к ц и я п р е д с т а в л я е т собой ото­
бражение / , т а к о е , что 

. / : £ 2 „ - ^ R e , 

Автор выражает благодарность Алану Р. Кертису за его большой вклад 
в подготовку этого раздела. 

18* 
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где В2п = {(х^ . . ., хп) I xi 6 В2, і — 1, . . ., ??.}, a Re означает поле 

действительных чисел . 
Установив соответствие 

х[]у = x + у — ху, 
х{\ у = ху 

и 

x — 1 — аг, 

любую булеву ф у н к ц и ю g , g : В^п —>• В2 можно рассматривать к а к 
псевдобулеву ф у н к ц и ю . 

Т а к к а к аргументы псевдобулевой ф у н к ц и и я в л я ю т с я бивалент­
н ы м и величинами , можно п о к а з а т ь , что к а ж д а я псевдобулева функ­
ц и я линейна по к а ж д о й переменной и, следовательно , п р е д с т а в л я е т с я 
в виде полинома с коэффициентами из п о л я действительных чисел . 
Т а к и м образом, имеем следующую теорему: 

Теорема 5.5. Каждая псевдобулева функция f линейна по каждой 
из своих переменных и, кроме того, может быть представлена в виде 
полинома над полем действительных чисел, который после приведения 
подобных членов однозначно определяется с точностью до порядка 
сумм и произведений. 

Доказательство. Ч т о б ы д о к а з а т ь линейность ф у н к ц и и / (хг, . ... 
. . ., хп) по к а ж д о й из ее переменных , надо п о к а з а т ь , что существуют 
псевдобулевы ф у н к ц и и h t , g ( , т а к и е , что 

/ (хх, . . -, Хп) = Xigi (хх, . . ., #;+]., • • •, Хп) -f-

+ hi (хх, . . ., Х І ^ , х і + 1 , . . ., хп), і = 1, . . ., п. (5.38) 

Выберем 

gi (Хх, • • •, ^ і + і ) • • ч хп) = 
= /(^1> • • •' Хг-Хі 1 ' ^ і + І » • • •' Х п ) ' / (^1> • • 4%i-l> 0> ^- j+l ! • • ч*^л) 

И 

hi (хх, • • . , Х}-Х, Xj+i, • • . , хп) = 

= / (хх, . • . , Хі-г, 0, ХІ+І, . . . , хп). 

Т о г д а п о л у ч а е м 

/ (Жц • • м Хп) = Xfgi (Xlt . . . , ХІ_Х, • • •, Xn) - j -

~Ь hi (xx, . . . , 3?j_i , З-'г'+и • • •> Xn). 

Т а к и м образом, ф у н к ц и я / (xlt . . ., xn) линейна по к а ж д о й из своих 
переменных xt. Следовательно , из определения 

gi (Хх, . . . , Ж;- ! , « j + i , • • -, Хп) 
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И 

получаем , что л е в а я часть у р а в н е н и я (5.38) п р е д с т а в л я е т собой 
псевдобулеву ф у н к ц и ю переменных х х , . . ., х п . Последовательно 
п р и м е н я я соотношение (5.38), можно в ы р а з и т ь ф у н к ц и ю / ( х х , . . ., х п ) 
в виде полинома от переменных х г , . . ., х п , коэффициенты которых 
представляют собой суммы и п р о и з в е д е н и я / (a j , . . ., а п ) , где a.hÇ.B2, 

и п о л у ч а ю т с я в процессе п р и в е д е н и я . После п р и в е д е н и я подобных 
членов единственность п р е д с т а в л е н и я следует из того факта , что 
полином я в л я е т с я псевдобулевой ф у н к ц и е й и, следовательно , линеен 
по к а ж д о й пз своих переменных. Т а к и м образом , если Р г ( х г , . . ., х п ) 
и Р 2 ( х х , . . ., х п ) — два п р е д с т а в л е н и я в виде полиномов ф у н к ц и и 
/ (хх, . . ., х п ) , то 

Р х (Хх, . . ., Х п ) = XiQx -\- Р і г = XiQz -\~ R 2 = Р 2 [ х Х і • • •: х п ) , 

(5.39) 

где Q ж R — полиномы от х г , . . . , x t _ X l х і + 1 , . . . , х п . Тогда пз 
у р а в н е н и я (5.39) п о л у ч а е м R x = R 2 и Q x = Q 2 . Т а к и м образом, 
представление единственно, т ак к а к Q x , R x , Q 2 , R 2 — м и н и м а л ь н ы е 
полиномы и д е л и т е л я м и их с л у ж а т т о л ь к о 1 и они сами. Этим з а к а н ­
ч и в а е т с я д о к а з а т е л ь с т в о . 

К а к и в случае булевых ф у н к ц и й , существует к а н о н и ч е с к а я форма 
псевдобулевой ф у н к ц и и , а н а л о г и ч н а я д и з ъ ю н к т и в н о й форме булевой 
ф у н к ц и и . 

Теорема 5.6 ( М . К а р в а л л о ) . Всякую псевдобулеву функцию можно 
записать в виде 

f ( х и .,.,!„)= S С (a) л** . . . а£», (5.40) 

где 
а = ( a l t . . ., а п ) , 

— — *&і 

и 
С (а) = f ( a l t . . . , a „ ) . 

Чтобы приве с т и пример п с е в д о б у л е в о й ф у н к ц и и , выберем п = 2 
и определим / соотношением 

/ ( х х , х 2 ) = е ж ' + к д . 
По теореме 5.5 

/ ta, хг) = (е 2 — 2 е + 1) ад-Ь (б — 1) ЖІ + (е— 1) ж 2 + 1, 

а по теореме 5.6 можно составить с л е д у ю щ у ю т а б л и ц у : 
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а = ( a i , осц) С ( а ) = е«і + а = 

(0, 0) 1 
(0, 1) е 
(1- 0) е 

(1. 1) е 2 

И с п о л ь з у я у р а в н е н и е (5.40), получаем 

/ (яі» x-z) = l x % + еж";*:* -f- е.г-^ + e2a;Ja;J - хххг -f- ea,-^ - f ех\Х2 + е 2 ж 1 х 2 . 

П р и помощп с оот ношения xt = 1 — ж ; можно п о к а з а т ь , что эти 
две формы / (хх, х2) э к в и в а л е н т н ы . 

I . Л и н е й н ы е п с е в д о б у л е в ы у р а в н е н и я , н е р а в е н с т в а н с и с т е м ы 

Линейные псевдобулевы уравнсшш 

Пусть / (ж х, . . ., хп) — псевдобулева ф у н к ц и я от п переменных 
хх, . . ., хп. Псевдобулево у р а в н е н и е тогда о п р е д е л я е т с я к а к соот­
ношение / (xlt . . ., .г п) - - 0. П о с к о л ь к у к а ж д а я псевдобулева функ­
ц и я может быть представлеиа в виде полинома от переменных х п 

рассмотрим теперь общее линейное псевдобулепо у р а в н е н и е вида 
71 

S СІІХІ + biXt = к, (5.41) 

к, аь ЪІ £ Re, xt, xt £ B2, п р и i = 1, . . ., n. 

Б е з потери общности можно п р и н я т ь , что at Ф bt, так к а к в ы р а ж е н и е 

йіХі -\-biXi — [ut — ЪІ) xi - j - b, 

с в о д и т с я к константе , если at = bt, и, следовательно , его можно 
в к л ю ч и т ь в к. 

И с п о л ь з у я п р е о б р а з о в а н и е Т, определяемое соотношениями 

Х І , если а,- > - bt, 
УІ Xt, если а,- •< bt, 

( (at — bi)yi + bi, е сли а* > Ь ь 

{Ьі — аі)уі-\-аі, если а / < Ь , - , 

(5.42) 

у р а в н е н и е (5.41) можно переписать в виде 
71 

2аді = <г, (5.43) 
і = і 

C i > 0, c t , di 6 Re, УІ£В2, i = 1, . . . , /г. 

file://-/-biXi
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( v , i ) 

( i , i , o ) = U „ y 2 „ y 3 ) 

(1,0,11 

0,0,0) 
(0,1,11 

И з м е н я я н у м е р а ц и ю С;, можно добиться того , чтобы сх ^ . . . ^ сп > 
>> 0, и тогда у р а в н е н и е (5.43) будет н а з ы в а т ь с я канонической формой 
у р а в н е н и я (5.41). 

Вместо того чтобы п р о в е р я т ь все 2 П в о з м о ж н ы х решений (5.43), 
и с п о л ь з у е м более систематический подход к получению решений 
п р и помощи бинарного дерева , 
и з о б р а ж е н н о г о на фиг. 5.8. 

Существуют восемь взаимно 
и с к л ю ч а ю щ и х с л у ч а е в , соответ­
с т в у ю щ и х р а з л и ч н ы м з н а ч е н и я м ct 

и d, из которых можно сделать 
выводы о р е ш е н и я х у р а в н е н и я 
(5.43). 

Теорема 5.7. Все решения ли­
нейного псевдобулева уравнения 
(5.43) распадаются на восемь ne-
neресека ю щихся классов : 

1. Если d <С 0, т о не суще­
ствует решений. 

2. Если d = 0, то существует 
единственное решение ух = . . . 
• • • = Уп = о. 

3. Если d > 0 и сг ^ . . . ^ ср > 
> d 3̂= с р + 1 JJÏ . . . ^ с„, 7?го реше­
ниями, если они существуют, являются следующие: ух 

п 

= 0 и решения уравнения У] c ;z/ ; = d. 
і=р+і 

4. £ с л и d > 0 u q = . . . = Cp = d> c p + 1 > - . . . > - c n , т о сущест­
вуют p -\- 1 типов возможных решений: 

1) Z/i = • • • = = I / j+ i = • • • = Уп = 0 u т/ ; = 1 для j = 
1, 2) V l = . yP = o решения уравнения 

СІУІ = d (если они существуют). 
г = р + 1 

d 7 г р и i = 1, . 
v i 

7г и 2J С І 5. Если d > 0 и С; 

существует решений. 

6. Если оЗ > 0 и Ci <С d при і = 1, . . ., 77, и 

единственное решение имеет вид ух = . . . = !/„ = 1. 

7. Если d > • 0 и с г <С d 7 г р и і = 1, 

тг 

2-
і=1 

d, то не 

d, то 

пи 2j СІ> d, 2 с; < d, 
i = l i = 2 

7710 решениями (если они существуют) являются следующие: 

Уі 1 и решения уравнения У! СІУІ — d — c v 
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n 
8. Если d > 0 и Ci <С d при i = 1, . . ., п и У] ct > d, 

i=l 
n 

У] с,- > d, то решениями являются: 1) г/х = 1 и решения уравнения 
г = 2 

n 

2 c .J / i — ^ — с і (если о«ц существуют) п 2) уг = 0 и решения 
і=2 

n 
равенства У] с,г/; = d (еслг* они существуют). 

і = 2 
Теорема 5.7 дает систематический метод п о л у ч е н и я решений 

псевдобулева у р а в н е н и я . Этот метод в виде алгоритма ф о р м у л и р у е т с я 
следующим образом. 

Алгоритм решения линейных псевдобулевых уравнении 
Шаг !.. П р е о б р а з у е м линейное псевдобулево уравнение в к а н о ­

ническую форму [уравнение (5.43)] с сх ^ . . . ^ сп > 0. Переходим 
к ш а г у 2. 

Шаг 2. С р а в н и в а я каноническое у р а в н е н и е (5.43) со с л у ч а я м и , 
рассмотренными в теореме 5.7, можпо п о л у ч и т ь следующие выводы: 

а. Е с л и у р а в н е н и е (5.43) соответствует с л у ч а я м 1 и л и 5, то 
р е ш е н и й нет . Переходим к ш а г у 3. 

б. Е с л и у р а в н е н и е (5.43) соответствз'ет с л у ч а я м 2 и л п 6, то 
существует единственное решение , задаваемое теоремой 5.7. Пере ­
ходим к ш а г у 3. 

в . Е с л и у р а в н е н п е (5.43) т а к о е , к а к в с л у ч а я х 3, 4 и л п 7, то 
оно з а м е н я е т с я аналогичным у р а в н е н и е м , которое дается в выводах 
к с л у ч а я м 3, 4 п л и 7; исключенным переменным п р и д а ю т с я соответ­
ствующие з н а ч е н и я . Переходпм к ш а г у 3. 

г . Е с л и у р а в н е н и е (5.43) такое , к а к в случае 8, то оно з а м е н я е т с я 
одним из д в у х . у р а в н е н и й , которые с о д е р ж а т иа одну переменную 
меньше и д а ю т с я в выводах к случаю 8 в зависимости от з н а ч е н и я , 
которое п р и д а е т с я исключенной переменной . Переходим к ш а г у 3. 

Шаг 3. Е с л и после шага 2 ие п о я в и л и с ь новые у р а в н е н и я типа 
у р а в н е н и я (5.43) и не осталось у р а в н е н и й , которые надо р е ш а т ь , 
то процесс р е ш е н и я з а к о н ч е н и, п р и м е н я я п р е о б р а з о в а н и е Т'1 

к полученному решению, п о л у ч а е м исходное решение . Е с л и после 
ш а г а 2 п о я в л я ю т с я новые у р а в н е н и я и л и остаются еще не решенные 
у р а в н е н и я , повторяем ш а г 2 до тех п о р , пока все у р а в н е н и я не 
будут решены. 

В ы ш е и з л о ж е н н ы й алгоритм позволяет получить все р е ш е н и я 
линейного псевдобулева у р а в н е н и я , т ак к а к он исчерпывает все 
возможности . 

П р и м е р 5.4. Т р е б у е т с я н а й т и р е ш е н и я линейного псевдобулева 
у р а в н е н и я 

&хг + Зхг 5х2 — 4а:з -f- 2ХІ -f- хъ — хе = 7. 
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Решение. П р и м е н я я преобразование Т и и з м е н я я н у м е р а ц и ю 
переменных, находим у р а в н е н и е 

5г/і + 4г/ 2 + Зг/ 3 + 2г/ 4 + уь + г/0 = 9 (случай 8), (5.44) 

где 

Ух = хъі Уъ — хз> Уз — хі> УІ = х \ і Уь = хьі Ув = хв-

Т а к к а к у р а в н е н и е (5.44) т а к о е , к а к Ч а с т и ч н о е р е ш е н и е 
в случае 8 теоремы 5.7, п о л у ч а ю т с я следую- (уг, у2, . . ., у:) 
щие два частичных р е ш е н и я и новые у р а в ­
н е н и я : 

ух = 1 и 4z/2 + Зг/з + 2г/ 4 + уъ + г/„ = 4 
( случай 4), (5.44а) (1) 

Ух = 0 и 4г/ 2 + Зг/з + 2г/ 4 + г/6 + г/6 = 9 

(случай 7). (5.446) (0) 
У р а в н е н и е (5.44а) соответствует случаю 4 
теоремы 5.7, и п о л у ч а ю т с я следующие ча ­
стичные р е ш е н и я и у р а в н е н и я : 

г/2 = 1 и г/3 = г/4 = г/5 = I/o = 0, ( 1 , 1, 0, 0, 0, 0) 

гу2 = 0 и Зг/з + 2г/ 4 + уъ + г/6 = 4. (5.44в) ( 1 , 0) 
У р а в н е н и е (5.44в) соответствует с л у ч а ю 8 
теоремы 5.7, и п о л у ч а ю т с я следующие ч а ­
стичные р е ш е н и я и новые у р а в н е н и я : 

г/з = 1 и 2г/ 4 + у5 + ув = 1 ( случай 3), ( 1 , 0, 1) 
(5.44г) 

Уз = 0 и 2г/ 4 + уъ + z/„ = 4 (случай 6). ( 1 , 0, 0) 
(5.44-д) 

У р а в н е н и е (5.44г) соответствует с л у ч а ю 3, 
и п о л у ч а ю т с я следующие у р а в н е и п е н ча ­
стичное решение: 

у4 = 0 и уъ + г/о = 1 (случай 4). (5.44е) ( 1 , 0, 1, 0) 

У р а в н е н и е (5.44е) соответствует случаю 4, 
и п о л у ч а ю т с я следующие р е ш е н и я : 

уь = 0, г/0 = 1, ( 1 , 0, 1, 0, 0, 1) 
г/б = 1, Уо = 0. ( 1 , 0, 1, 0, 1, 0) 

У р а в н е н и е (5.44д) соответствует случаю 6, 
и п о л у ч а е т с я решение 

у*=у* = у, = 1. ( 1 , 0, 0, 1, 1, 1) 

У р а в н е н и е (5.446) соответствует случаю 7, 
и п о л у ч а ю т с я следующие у р а в н е н и е и ча -
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стпчыое решение: 
у2 = 1 и Зг/з - I - 2 j / 4 + 

+ 1/5 + 1/0 = 5 (случай 7). (5 .44ж) 

У р а в н е н и е (5.44ж) соответствует случаю 7, 
и п о л у ч а ю т с я следующие у р а в н е н и е и ча ­
стичное решение: 

Уз = 1 и 2уі + уъ + уй = 2 ( случай 4). 
(5.44з) 

У р а в н е н и е (5.44з) соответствует случаю 4, 
п п о л у ч а ю т с я следующее решение , а т а к ж е 
новое у р а в н е н и е и частичное решение: 

У І = І и уъ = ув = О, 

7У4 = 0 и !/5 + г/„ = 2 (случай 6). (5.44и) 

У р а в н е н и е (5.44п) соответствует случаю 6 
и имеет решение 

г/5 = г/о = і-
Решепня уравнения (5.44) 

(О, 1) 

(О, 1, 1) 

(О, 1, 1, 1, о, 0) 
(О, 1, 1, 0) 

(О, 1, 1, 0, 1, 1) 

Решепня исходной задачи 

Vi !/2 г/з Vi г/5 1/0 Д?2 хз Л* хо 

1 1 0 0 0 0 0 ! •1 0 1 1 
1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 
•1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
1 0 0 1 1 •1 0 1 0 1 0 0 
0 1 1 1 0 0 1 0 1 •1 1 1 
0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 

У п р а ж н е н и е 5 .11 . Н а й д и т е псевдобулев у ф у н к ц и ю от четырех 
переменных хг, х2, х3, ж 4 , определенную следующими т а б л и ц а м и : 

Хі хг ХЗ .1-4 1 (Xj, Х2, Х3, Х4) XI Х2 хз XI / (XI, Л-2, х 3 , хм) 

0 0 0 0 - 5 1 0 0 0 3 
0 0 0 1 0 1 0 0 •1 0 
0 0 1 0 7 1 0 1 0 0 
0 0 1 1 4 1 Ü 1 1 - 3 
0 1 0 0 2 1 1 0 0 8 
0 1 0 1 —11 1 1 0 1 5 
0 1 1 0 1 •1 1 1 0 0 
0 1 1 1 0 1 1 1 1 —4 
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Указание. Воспользуйтесь теоремой 5.6. 

У п р а ж н е н и е 5.12. Н а й д и т е р е ш е н и я псевдобулева у р а в н е н и я 

Ахх + хх — Зх2 + х2 -f- Ъхъ — 2 х 4 + Ъхъ -f- 2.г0 — х 7 = 7 . 

Лішеііпые псевдобулевы церавеиства 

Рассмотрим вместо у р а в н е н и я / (хх, . . ., хп) = 0 общие линей­
ные псевдобз^левы неравенства 

и 
У, aiXi + biXi^k (5.45) 

і=1 
и 

ah bi, Ä C R e , xi, xi^B2, i = l , n, 
n 

2 aiXi + b i X i > k , аіфЬі. (5.46) 
i = i 

Е с л и я.;, bt я k — целые числа , неравенство (5.46) сводится к нера­
венству (5.45), где к з аменяется иа к — 1. 

Н е р а в е н с т в а (5.45) и (5.46) можно переписать в канонической 
форме п р и помощи п р е о б р а з о в а н и я Т, определяемого соотноше­
нием (5.42). Это дает 

п 
S Ciiji^-d, С І > . . . > С „ > 0 , d, d 6 R e , УІ£В2, (5.47) 

i = l 
n 
УіСіуі>а, c 1 > . . . > c n > 0 , с-,, d 6 R e , yi£B2. (5.48) 

i = i 
Рассмотрение всех р е ш е н и й (5.47) и (5.48) п о к а з ы в а е т , что эти 

р е ш е н и я могут быть с г р у п п и р о в а н ы в семейства , которые х а р а к т е ­
р и з у ю т с я тем, что к а ж д о е семейство о б р а з у е т с я путем ф и к с и р о в а н и я 
некоторого количества переменных, причем остальные переменные 
принимают п р о и з в о л ь н ы е з н а ч е н и я 0 и л и 1. 

Определение . Пусть а * f_ В2П удовлетворяет у р а в н е н и ю (5.47) 
и л и (5.48), а К означает подмножество во множестве целых чисел 
{ 1 , 2, . . ., Определим 

Q(a*, Z ) = {ß = (ßi, . . . , ß n ) | ß < E i ? 2 n , ß - р е ш е н и е (5.47) и л и (5.48)} 

{ а*, если if К, 

( Произвольное значение , если г f К. 

Б у д е м н а з ы в а т ь множество О. ( а * , К) семейством р е ш е н и й нера ­
венства (5.47) или (5.48), п о р о ж д е н н ы х a*, a а* — генератором 
Q (а*, К) с множеством индексов К; число элементов в К будем 
н а з ы в а т ь индексом Q (а*, К). 
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Определение. Решение а * = (а*, . . ., а,*і) неравенства (5.47) 
п л п (5.48) н а з ы в а е т с я базисным решением неравенства (5.47) и л и 
(5.48) тогда и т о л ь к о тогда , когда д л я каждого і, т а к о г о , что х = 1, 
вектор 

а' = ( а? , . . . , at-i, 0, а ? + 1 , . . . , а£) 

не я в л я е т с я решением неравенства (5.47) или (5.48). 
И с п о л ь з у я определение базисного р е ш е н и я , можио легко дока ­

зать следующую теорему о некоторых свойствах базисного р е ш е н и я : 

Теорема 5.8 (свойства базисных решений) . 
а. Если у — (г/*, . . ., г/*г) — базисное решение неравенства (5.47) 

[или (5.48)], то (Ур+і, • • ., уп), 1 d р ^ п, является базисным реше­
нием неравенства 

п р р 

S ctyt>d—J\ctyt (>а-^СіУі). (5.50) 
i = D + i І = 1 7=1 

б. Если (Ур+i , • • -,Уп) — базисное решение неравенства 
п 

S сал>а (>d), (5.51) 
г = Р + 1 

то вектор (0, . . ., 0, г /р + 1 , . . ., Уп) является базисным решением 
неравенства (5.47) [или (5.48)]. 

в . Если (г/2, . . ., уп) — базисное решение неравенства 
п 
У] СіУі>а — Сі (>d — c i ) , (5.52) 

î = 2 

то вектор ( 1 , yt, • • -, Уп) является базисным- решением уравне­
ния (5.47) [или (5.48)]. 

И с п о л ь з у я теорему (5.8) и р а с с м а т р и в а я неравенства (5.47) 
и (5.48), п о л у ч а е м следующую теорему, а н а л о г и ч н у ю теореме 5.7: 

Теорема 5.9 [базисные решения неравенства (5.47)] . Любое из 
базисных решений псевдобулева неравенства (5.47) относится к одному 
из шести непересекающихся классов. 

1. Если d С 0, существует единственное базисное решение ух = . . . 
• • • = Уп = О-

2. Если d > 0 и сх ^ . . . ^ C p ^ d > с р + 1 ^ . . . ^ сп, то реше­
ния, если они существуют, имеют вид: 

а- У и — 1 для некоторого целого k ^ р и Уі ~ • • • = Уи-і — 
= Уіі+і = • • • = уп = 0. (Для каждого к ^ р решения различны.) 

б. ух — . . . = ур = 0 и (Ур+і, . • ., Уп) — базисное решение нера­
венства 

71 

S ауі > d. 
i = p + i 

V 
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п 

3. Если d > 0 и ct < d при і = 1, . . ., п и 2 сі < ^> m o реше-
і = 1 

к и я ке существует. 
п 

4. 2?сли d > О и с г < d при і = 1, . . ., п и 2 с £ = 772.0 еогш-
г = 1 

ственное базисное решение имеет вид г/1 = . . . = т/п = 1. 
71 П 

5. Если d > 0 и Ci < d ?ipu i = 1, . . ., n, 2 c ; > d и 2 сг < d, 
7=1 г = 2 J 

7?го базисными решениями, если хотя бы одно существует, являются 
у1 — 1 и остальные п — 1 компонент, которые представляют "собой 

п 

базисные решения неравенства 2 СІУІ ^ d — сг. 
71 73 

6. Если d > 0 и ci < d при і = 1, . . ., п, 2 СІ > ^ и 2 сгУ; ^ 
і = і 3=2 

^ d, то базисными решениями, если они существуют, являются 
следующие: 

п 

а. ух = 1 и (у2, • • -, Уп) — базисное решение 2 СІУІ d — c v 

7=2 
71 

б. гд = 0 и (у2, . . ., г/п) — базисное решение 2 сгУі =^ d. 
і = 2 

Д л я неравенств типа неравенства (5.48) можно п о л у т а т ь теорему, 
подобную теореме 5.9, к о т о р а я позволяет разделить все базисные 
р е ш е н и я неравенства (5.48) па п я т ь н е п е р е с е к а ю щ и х с я классов . Е с л и 
неравенство имеет целочисленные коэффициенты, то, к а к у к а з ы ­
валось выше , можно преобразовать строгое неравенство к виду (5.47). 

И с п о л ь з у я теорему 5.9, можно с ф о р м у л и р о в а т ь следующий алго ­
ритм, а н а л о г и ч н ы й а л г о р и т м у р е ш е н и я л и н е й н ы х псевдобулевых 
неравенств . 

Алгоритм отыскания базисных решений линейных псевдобулевых неравенств 
Шаг 1. П р и м е н я е м п р е о б р а з о в а н и е Т, определенное соотноше­

нием (5.42), к неравенству , чтобы п о л у ч и т ь к а н о н и ч е с к у ю форму 
[неравенство (5.47)]. Переходим к ш а г у 2. 

Шаг 2. Сравниваем к а н о н и ч е с к у ю форму неравенства со с л у ч а я ­
ми, у к а з а н н ы м и в теореме 5.9. 

а. Е с л и неравенство (5.47) соответствует с л у ч а ю 3 теоремы 5.9, 
то не существует решений . Переходим к ш а г у 3. 

б. Е с л и неравенство (5.47) соответствует с л у ч а ю 1 п л и 4 теоре­
мы 5.9, то существует единственное базисное решение , определяемое 
этой теоремой. 

в . Е с л и неравенство (5.47) соответствует случаю 2 и л и 5 теоре­
мы 5.9, то оно з а м е н я е т с я на аналогичное неравенство с меньшим 
числом переменных, приводимое в соответствующем случае вместе 



286 Глава 5 

со значениями исключенных переменных. Е с л и неравенство (5.47) 
соответствует случаю 2, то п о л у ч а е т с я множество базисных реше­
ний, приводимых в соответствующем с л у ч а е . Переходим к ш а г у 3. 

г. Е с л и неравенство (5.47) и л и (5.48) соответствует случаю 6 
теоремы 5.9, то оно з а м е н я е т с я на два а н а л о г и ч н ы х неравенства , 
в которых чнсло переменных па единицу меньше; эти неравенства 
п р и в о д я т с я в соответствующем случае вместе со значением и с к л ю ­
ченной переменной. Переходим к ш а г у 3. 

Шаг 3. Е с л и в р е з у л ь т а т е ш а г а 2 ие п о я в л я ю т с я новые неравен­
ства н все име вшие с я неравенства решены, то применяем преобразо ­
вание Т~1 к базисным решениям , полученным на шаге 2, если х о т я бы 
одно существует , чтобы н а й т и р е ш е н и я исходных неравенств . Е с л и 
на шаге 2 возникают новые неравенства , то повторяем ш а г 2 до 
тех пор , пока все неравенства не будут решены. Е с л и какое -либо 
неравенство не имеет р е ш е н и я , то соответствующее частичное реше­
ние и это неравенство следует исключить . 

Описанный алгоритм определяет все базисные р е ш е н и я нера ­
венств (5.45), т ак к а к он исчерпывает все возможные р е ш е н и я . 

После определения базисных решений неравенства (5.47) пли 
(5.48) множество всех решений (5.47) [или (5.48)] строится следующим 
образом: 

Теорема 5.10. Множество всех базисных решений a3, j = 1, . . ., 7?г, 
неравенства (5.47) [или (5.48)] порождав?»- класс не?іересека?ощихся 
семейств Q (a', Kj), j = 1, . . ., ?п, и каждое решение нераве?іства 
(5.47) [или (5.48)] ?гринадлежит к одному из этих семейс?пв. 

Доказательство. Определим 

J р I 0 < р q, где q — номер последней | 
1 \ н е н у л е в о й компоненты a3, j 

Е с л и x = (хг, . . ., хп) Ç Q ( а ' , Kj) п р и некотором то х удовлетво-
т 

ряет неравенству (5.47) [или (5.48)], т ак к а к 2 c t a i ^ d (>d), 
где ?• — номер семейства Q (a3, Kj), к которому п р и н а д л е ж и т х. 

П о с к о л ь к у ct ^ 0, і = 1, . . ., 7г, п о л у ч а е м 
п г п 

2 etat = 2 с і а і + S CiCLi^d (>d). 
i=l i = i i = r + l 

Вследствие выбранного способа построения базисных решений а3, 
7 = 1, . . ., ??г, семейства Q (a3, Kj) д о л ж н ы быть р а з л и ч н ы м и . 
К а ж д о е решение д о л ж н о п р и н а д л е ж а т ь к одному нз в ы ш е у к а з а н н ы х 
семейств, п о с к о л ь к у либо оно я в л я е т с я базисным решением и, сле ­
довательно , порождает некоторое семейство Q (a3, Kj) (так к а к все 
базисные р е ш е н и я о п р е д е л я ю т с я алгоритмом) , либо оно п р и н а д л е ж и т 
некоторому семейству Q (a3, Kj), что можно п о к а з а т ь путем изме-
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н е н и я последних ненулевых компоиепт вектора х = (хх, . . ., хп) 
до тех пор , пока он ие станет базисным решением. 

П р и м е р 5.5. Т р е б у е т с я найти р е ш е н и я псевдобулева неравенства 

2хх — 8х2 4 - 1х% 4 - 5х3 — 6х4 4 - 8хъ ^ 8. (5.53) 

(5.54) 

решение 

(1) 

П р и м е н я я преобразование Т к неравенству (5.53) и и з м е н я я 
н у м е р а ц и ю , получаем 

15!/]. + 8у2 4- 6г/з 4- 5г/4 + 2г/5 > 22 (случай 5 теоремы 5.9), 

где 

Уі = ' г 2 ' Уі = Уз = ХІІ УЛ — хзі Уь = Xf 
Неравенство (5.54) соответствует случаю 5 Ч а с т и ч н о е 

теоремы 5.9, поэтому п о л у ч а ю т с я следующие базисное 
частичное решение и новое неравенство : 

8г/ 2 + 6т/з 4 - 5г/ 4 4 - 2г/5 > 7 (случай 2) 
и г/] = 1. (5.54а) 

Неравенство (5.54а) соответствует слу ­
чаю 2 теоремы 5.9, поэтому получаем сле­
дующее базисное решение , а т а к ж е новое 
неравенство п частичное решение: 

г/г = 1. Уз = УІ = Уь = О, 
6і/з + 5г/ 4 4 - 2г/6 > 7 ( случай 6) и г/, = 0. 

(5.546) 

Неравенство (5.546) соответствует слу ­
чаю 6 теоремы 5.9, поэтому п о л у ч а ю т с я сле ­
дующие два неравенства и частичпые реше­
н и я : 

5г/ 4 + 2г/в > 1 (случай 2) и у3 = 1, (5.54в) 
5г/ 4 4 - 2уъ > 7 (случай 4) и у3 = 0. (5.54г) 

Неравенство (5.54в) соответствует слу ­
чаю 2 теоремы 5.9, в результате п о л у ч а ю т с я 
следующие базисные решения : 

2/4 = 1, Уб = 0, 
# 4 = 0 , 1/5 = 1-

Неравенство (5.54г) соответствует с л у ­
чаю 4 теоремы 5.9, поэтому получается ба­
зисное решение і/ 4 = т/5 = 1. 

( 1 , 1, 0, 0, 0) 
(1 ,0 ) 

( 1 , 0, 1) 
( 1 , 0, 0) 

( 1 , о, 1, 1, 0) 
( 1 , 0, 1, 0, 1) 

( 1 , 0, 0, 1, 1) 

а: 
Базисные р е ш е н и я имеют внд а1 = ( 1 , 1, 0, 0, 0), а 2 = ( 1 , 0, 1, 1, 0), 

( 1 , 0, 1, 0, 1) и а* = ( 1 , 0, 0, 1, 1). И с п о л ь з у я эти базисные з 
р е ш е н и я , можно построить множества индексов Ко А4 = { 1 , 2}, А% = 
= { 1 , 2, 3, 4} , К3 = {1, 2, 3, 4, 5} и # 4 = { 1 , 2, 3, 4, 5}. И с п о л ь з у я 
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значения К; и at, строим следующие четыре семейства решений 
неравенства (5.54): 

Q ( a \ К 1 ) = { ( 1 , 1, О, О, 0), ( 1 , 1, 1, О, 0), ( 1 , 1, О, 1, О), 

( 1 , 1 , 1 , 1 , 0 ) , ( 1 , 1 , 0 , О, 1), ( 1 , 1 , 1 , 0 , 1 ) , ( 1 , 1 , 0 , 1 , 1 ) , ( 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ) } ; 
Q ( а 2 , / ч ) = { ( 1 , О, 1, 1, 0), ( 1 , О, 1, 1, 1)}; 
Q ( а 3 , KS) = { ( 1 , О, 1, О, 1)}; 
Q ( а 4 , КІ) = { ( 1 , О, О, 1, 1)}. 

После п р и м е н е н и я п р е о б р а з о в а н и я Т~г получаем решение нера­
венства (5.53), приведенное в следующих т а б л и ц а х , где на местах 
прочерка может стоять 0 или 1: 

Уі 1/2 УЗ Vi г/5 *і Л'2 хз XI Л"5 

1 
1 
1 
1 

1 
0 
0 
0 

1 
1 
0 

1 
0 
1 

1 0 
1 0 

О
 

О
 О

 
О

 

1 
0 
1 

1 
1 
0 

1 
0 
0 
0 

У п р а ж н е н и е 5.13. И с п о л ь з у я теорему 5.9, решите строгое псевдо­
булево неравенство 

2оГ] — 5х2 + Зх3 + Ах4 — 1хъ + 1Са;0 — х-, < 4. 

У п р а ж н е н и е 5.14. П р и условии , что велпчппы ct и d в (5.47) — 
целые числа , постройте семейства решений строгого неравен­
ства (5.48), з н а я базисные р е ш е н и я неравенства (5.47). 

п 
.Указание. Воспользуйтесь р е ш е н и я м и 2 СІУІ — d Д л я того , 

і=1 
чтобы модифицировать семейства р е ш е н и й неравенства (5.48). Сде­
лайте у п р а ж н е н и е (5.13), и с п о л ь з у я у к а з а н н ы е выше р е з у л ь т а т ы . 

Системы лилейных псевдобулевых уравнений п (плп) неравенств 

Здесь будет дано к р а т к о е и з л о ж е н и е методов, используемых д л я 
р е ш е н и я псевдобулевых у р а в н е н и й и (или) неравенств ; более подроб­
ное и з л о ж е н и е можно н а й т и в [22]. 

Методы р е ш е н и я псевдобулевых у р а в н е н и й и неравенств у ж е 
р а з р а б о т а н ы . Очевидно, что р е ш е н и я системы т а к и х у р а в н е н и й 
и неравенств д о л ж н ы у д о в л е т в о р я т ь к а ж д о м у из этих у р а в н е н и й 
и неравенств . Е с л и к а ж д о е семейство F р ешений к а ж д о г о у р а в н е ­
н и я и л и неравенства исследуется отдельно, то решение / системы 
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п о л у ч а е т с я в виде пересечения всех семейств Ft, т. е. 
m 

J = П Ft, (5.55) 
j=i 

где m — число у р а в н е н и й и л и неравенств в системе, a Ft — семей­
ство решений 7-го у р а в н е н и я или неравенства . 

Вместо того чтобы в ы ч и с л я т ь семейство решений к а ж д о г о члена 
системы, можно использовать более систематический подход. Путем 
п р а в и л ь н о г о выбора одного из членов системы можно решить систему 
относительно одной или н е с к о л ь к и х неременных и свести исходную 
систему к одной или н е с к о л ь к и м новым системам с меньшим числом 
переменных. Последовательно п р и м е н я я этот метод, можно получить 
все р е ш е н и я исходной системы. Подробно этот метод описан в [22, 
стр . 3 7 - 5 2 ] . 

I I . Н е л и н е й н ы е псевдобулевы у р а в н е н и я п неравенства 

Методы получения решений линейных псевдобулевых у р а в н е н и й , 
неравенств и систем у р а в н е н и й и (пли) неравенств , и з л о ж е н н ы е 
выше, здесь будут и с п о л ь з о в а н ы д л я р е ш е н и я нелинейных задач . 

Характеристическая функция псевдобулевых уравнений, неравенств и систем 

К а ж д о м у псевдобулеву у р а в н е н и ю , неравенству и л и системе 
G(xx, . . ., хп) ^ 0 соответствует булево у р а в н е н и е , которое имеет 
те ж е р е ш е н и я , что и G ^ 0, а вид его задается следующей теоремой: 

Теорема 5 .11 . Каждому псевдобулеву уравнению, неравенству или 
каждой системе G (хх, . . ., хп) ^ 0 соответствует булева функ­
ция ч|), которая называется характеристической функцией G (хх, . . . 
. . ., хл); \р: Z?2n —>- В*, такая, что решения G (.-г,, . . ., хп) 
являются решением булева уравнения 

і|з (Xl, . . ., хп) = 1. (5.56) 

Доказательство. Определим \\> (хг, . . ., хп) следующим образом: 

я|; [хі, . . ., хп) = U %р (5.56а) 
F^SF 

(объединение берется по всем F 6 Здесь 

%F= U И " П П • • • П = U . . . а£», 
a£F a£F 

tp — класс всех семейств F решений G (хх, . . ., хп) ^ О, 

( xt, если at = 1, 
X г = -г { xi, если ai = О, 

где at — 7 -я компонента решения a f_ F неравенства G (хг, . . . 
... , х„) ^ 0. Е с л и а — решение G (хг, . . ., хп) ^ 0, то по определе-
19-01037 
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нmo i]> оно я в л я е т с я решением у р а в н е н и я (5.56). Обратно , если 
а — решение у р а в н е н и я (5.56), то по определению \\і существует 
по к р а й н е й мере одна ф у н к ц и я % F т а к а я , что %F = 1. Т а к к а к % F 

я в л я е т с я по определению объединением минимальных булевых поли­
номов (см. 15а 1), а должно быть решением х о т я бы одного нз ч л е н о в 
объединения и, следовательно , по определению % F я в л я е т с я р е ш е ­
нием G (хх, х) ^ 0. 

Х а р а к т е р и с т и ч е с к у ю ф у н к ц и ю і|) (хх, . . ., а:,,) можно переписать 
в д р у г о й форме, з а в и с я щ е й от впда G (хх, . . ., х„) 0. Н и ж е д а ю т с я 
примеры п р е д с т а в л е н и я i|i (хх, . . . . а;п) в другой форме. 

ар для лнпейиых псевдобулевых неравенств G (хх, . . ., хп) ^ 0. 

Д л я 
Ъ{хіг ...,хп)= U < Г (5.57) 

Pi g Кр, которое я в л я е т с я множеством индексов Й (ар, Кр), a Q — 
множество всех генераторов решений G (хх, . . ., хп) > 0 и ар £ Q — 
генератор . Заметим, что только элементы, с о д е р ж а щ и е генераторы 
р е ш е н и й G (хх, . . ., хп) ^ 0, определяют х а р а к т е р и с т и ч е с к у ю 
функцию. 

ар для линейных псевдобулевых систем неравенств п уравнении. 
Пусть G (хх, . . ., хп) ^3=0 определяется к а к с л е д у ю щ а я система 
л и н е й н ы х псевдобулевых у р а в п е п п п н неравенств : 

gj (хг, . . ., хп) = 0, / = . ! , . . . , т, (5.58а) 
gj [хх, . . ., хп) > 0, ; = m + 1, . . ., р, (5.586) 
gj (хх, . . ., хп) > 0, / = р + 1, . . ., q. (5.58в) 

Е с л и (хх, . . ., хп) — х а р а к т е р и с т и ч е с к а я ф у н к ц и я gj (хх, . . ., хп), 
7 = 1 , . . ., д, то получаем х а р а к т е р и с т и ч е с к у ю ф у н к ц и ю , с в я з а н ­
ную с системой G (хх, . . ., хп) ^ 0: 

ч 
і | з (ж ь . . . , £ „ ) = f] ^ - ( Ж І , . . . , ж , ѵ ) . (5.59) 

Упражнение 5.15. Проверьте у р а в н е н и я (5.57), (5.58а) , (5.586) 
п (5.58в) , и с п о л ь з у я определение х а р а к т е р и с т и ч е с к о й ф у н к ц и и . 

Примеры характеристических функций. Х а р а к т е р и с т и ч е с к а я 
ф у н к ц и я в примере 5.4 имеет вид 

ty(xu Хй)=ХіХгХ3ХіХ5Хй (J ХхХ2Х3ХАХ5Хв [J ХхХъХзХіХцХд U 

(J XXX2X3X^X^XQ (J ХхХ2Х3ХіХХ$Х($ (J X^X2X3X^X^XQ. 

Х а р а к т е р и с т и ч е с к а я ф у н к ц и я в примере 5.5 имеет вид 

Я]) (хх, . . . , Хъ) = Х2Х$ U Х2Х3Х^& [J XLX2X3XIX$ [J ХіХ2Х3ХіХь. 
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Решения нелипешіых псевдобулсвых уравнений, 
неравенств п систем уравнений н (нлн) неравенств 

И с п о л ь з у я р е з у л ь т а т ы теоремы 5.6, можно записать общее псевдо­
булево у р а в н е н и е с п переменными хг, . . ., хп в впде 

агРх (хх, . . ., хп) - ! - . . . + атРт (хх, . . ., хп) = Ъ, (5.60) 
алЪ 6 Re (xv . . ., хп) 6 Б2, 

где 

v i - \ - ß i l ? 
i j \Xi, . . . , Xn) — . . . x^ 

ß j ж;, если ß; = 1, 

( Xi, если ßj = 0. 

В общем случае Pt (хх, . . ., х„) пе зависит от всех переменных 
хи . . ., хп, и это видно из определения Pt (хх, . . ., хп). П о л а г а я 

ijj = Pj (хх, .'. ., хп), j = 1, . . ., и, перепишем (5.60) в виде 
аіУі + • • • " i " атУт = Ь. (5.61) 

Т а к к а к Pj (хх, . . ., хп) Ç_ В2, все у}- можно рассматривать к а к новые 
бивалентные перемепные, а у р а в н е н и е (5.61) можно рассматривать 
к а к лпнейпоо псевдобулево у р а в н е н и е относительно уг, . . ., ут. 
Использз ' я методы части I , можпо н а й т и все р е ш е н и я у р а в н е ­
н и я (5.61). 

Чтобы п о л у ч и т ь р е ш е н и я у р а в н е н и я (5.60), з н а я р е ш е н и я у р а в ­
н е н и я (5.61), рассмотрим характеристическое уравнеппе , связанное 
с уравнением (5.61): 

Ч> (Уі, • • •. У m) = 1. (5-62) 

З а м е н я я в у р а в н е н и и (5.62) У і на Pj (хх, . . ., хп), j = 1, . . ., m, 
получаем новое х а р а к т е р и с т и ч е с к о е у р а в н е н и е , которое имеет такие 
ж е р е ш е н и я , что и у р а в н е н и е (5.60): 

\РХ (хх, . . ., хп), . . ., Рп (хх, . . ., хп)] = 1. (5.63) 

Р е ш а я булево у р а в н е н и е (5.63), находим все р е ш е н и я у р а в п е -
н и я (5.60); еслп пекоторые из переменных хх, . . ., х„ не входят 
в решение , им можно п р и д а в а т ь п р о и з в о л ь н ы е з н а ч е н и я . 

В случае нелинейных неравенств и систем п р и м е н я ю т с я те ж е 
методы л и н е а р и з а ц и и , к а к и в случае нелинейного у р а в н е н и я , а д л я 
р е ш е н и я линейных неравенств и л и систем записывается соответ­
ствующее характеристическое уравнение , с помощью которого полу­
ч а ю т с я р е ш е н и я нелинейной задачи . 

19* 
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Решеппе характеристического уравнения 
Н а основании законов булевой алгебры любое х а р а к т е р и с т и ч е ­

ское уравнение можно свести к виду 

Я р ^ , . . ., *„) = <?! U . • • U Qm, (5-64) 

где Qi имеет вид 

Qt = a*b ...х*'"«\ і = 1, m , 

„ (.Xi, если ß,- = 1, 
x ' = ! — 

1 { xi, если ß,- = 0. 

После приведения яр (хх, . . ., хп) к виду (5.64) р е ш е н и я х а р а к т е ­
ристического у р а в н е н и я (5.56) можно п о л у ч и т ь , п о л а г а я к а ж д о е 
Qi = 1 и о т ы с к и в а я р е ш е н и я путем п р о в е р к и . Эта процедура позво­
л я е т получить все р е ш е н и я нелинейных псевдобулевых у р а в н е н и й , 
но д л я н е л и н е й н ы х псевдобулевых неравенств и систем она дает 
только базисные р е ш е н и я . Множество всех решений нелинейных 
псевдобулевых неравенств можно построить следующим образом. 

Д л я к а ж д о г о р е ш е н и я аг у р а в н е н и я (5.64) строим Q (а\ Kt\, 
где КІ — множество индексов , соответствующих компонентам а 1 . 
Очевидно, что каждое семейство О. (а?, К{) я в л я е т с я семейством 
решений , п если вектор 

а = ( а ь . . . , ап) 

представляет собой решение нелинейной задачи , то он д о л ж е н п р и ­
н а д л е ж а т ь по к р а й н е й мере одному семейству Q ( а , К); если это 
не так , то по определению яр (хх, . . ., хп) должно иметь место 

&==..•= Qm = 0, 

откуда следует , что яр (аг, . . ., ап) = 0, ио это противоречит у р а в ­
нению (5.56). 

Семейства Q ( а 1 , К{) могут о к а з а т ь с я одинаковыми; совпадающие 
семейства исключаются следующим образом. 

П р е ж д е чем решать у р а в н е н и е (5.64), проверяем QL, I = 1, . . ., m, 
следующим образом. Е с л и Qt Ç] Qj = <р, і Ф j , оставляем Qt. Е с л и 
Qt f| Qj ф (j>, іф], исключаем Qt из у р а в н е н и я (5.64). 

У к а з а н н а я процедура дает (прп и с п о л ь з о в а н и и обозначений 
Ri = Qi или Rt = ф, кок объяснено выше) равенство 

я|> (Хі, . ., хп) = Rx[j . . . \}Rm, (5.65) 

которое имеет различные р е ш е н и я ; следовательно , семейства 
О, (а/, Kj) р а з л и ч н ы . 

П р и м е р 5.6. Н а й д е м р е ш е н и я нелинейного псевдобулева нера­
венства 
—І0хгх2х3 А- 6хгх2 — 5ххх3 + 7х2х3 — 2а;! — 2х2 — 2х3 ^ 2. (5.66) 
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П о л о ж и м ух = ххх2х3, у2 = х2х3, у3 = ххх2, у4 = х2х3, у6 — хх, 
г/о = ж 2 , г/7 = ж 3 . Тогда неравенство (5.66) примет вид 

•10ft + 7г/ 2 + 6г/ 3 + 5г/ 4 + 2г/5 + 2ув + 2Уі > 11. (5.67) 

Неравенство (5.67) имеет следующие решения : 

Vi Ѵ2 г/з 1/4 Vi I/O 1/7 г/і Vi г/з Vi г/6 Va г/7 

! 1 0 1 0 1 
•1 0 1 — — — — 0 1 0 0 i 1 — 
•1 0 0 1 — — — 0 1 0 0 •1 0 1 
1 0 0 0 1 — 0 1 0 0 0 1 1 
1 0 0 0 0 1 — 0 0 0 1 1 1 i 
1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 — — — 
0 1 1 — — — — 0 0 1 0 1 1 1 

Здесь на местах прочерка может стоять 0 и л и 1. Тогда х а р а к т е р и ­
с т и ч е с к а я ф у н к ц и я , с в я з а н н а я с неравенством (5.67), имеет вид 

•ф ІУи • • • , І/т) = Уйіг U УіУгУз U УШгУзУі U УіУгУзУіУь U 

U УіУгУзУіУъУъ U УіУгУзУіЛІъУъУі U г/^гі/з U УлУгУзУі U 

U УіУгУзУіУіУв U УіУгУзУіУьУъУі U УіУгУзУіУьУйУі U УіУШіУьУъУі U 

U УІУ2УЗУІ U УіУ2УзУ4У5УеУі-

П о д с т а в л я я вместо ух, • . -, yi их в ы р а ж е н и я через а^, а -

2 , х 3 , полу­
чаем после п р и в е д е н и я 

і|) (a-'j, а-2, ж3) = жі U зд> (J ^W-'s- (5.68) 

Р е ш а я равенство ар (а^, х 2 , а,-3) = 1, находим р е ш е н и я 

(хх, х2, х 3 ) = ( 1 , - , - ) , (0, 0, - ) , (0, 1, 0). 

У п р а ж н е н и е 5.16. Решите псевдобулево неравенство 

(Х^Х^Хg t)CCtyZC^CCQÛZJXQ — 3i£$Xg — *2і>£]рС^XQ — X^X^XQ о. 

I I I . М и н и м и з а ц и я псевдобулевых ф у н к ц и й 

Задачи минимизации без ограничений 

По определению вектор х* = (х*, . . ., х$) я в л я е т с я точкой мини­
м и з а ц и и псевдобулевой ф у н к ц и и / (хх, . . ., хп) тогда и только тогда , 
когда 

f(x*, ..., Xn)<f(xu . . . , хп) п р и всех х6В2П. (5.69) 
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И с п о л ь з у я определение точки минимизации , получаем следующее 
необходимое условие того, что вектор х* я в л я е т с я точкой миними­
зации : 

f(x\, xlXf [х*, ...,xt-i, xt, Xi+i, xn), i = l , ...,n. (5.70) 

П р и помощи теоремы 5.5 соотношение (5.70) может быть переписано 
в виде 

(xf — xt) gi (х%, . . ., xf_u xt+i, . . . , Xn)<0, i = l, . . . , n, (5.71) 

где 

/ ( ^ Ь • • • : -г'п) = 

— x\gi (x\, .. ., xt-i, . . ., Xn) -{-ht (xj, . .., .гТ+і, • • . , xn). 

У п р а ж н е н и е 5.17. Д о к а ж и т е , что соотиошеппе (5.71) не я в л я е т с я 
достаточным условием. 

Указание. Неравенство (5.71) х а р а к т е р и з у е т л о к а л ь н ы й минимум. 
Р а с с м а т р и в а я условие (5.71), можно заметить , что 

1, если gt<L0, 

0, если ft > 0, 
РІ, если ft = 0, где pt—-произвольный бивалентный 

параметр . 

И с п о л ь з у я (5.72), можно определить булеву функцию Qj (х1, . . .,х,-^, 
РІ, Хі+і, • -, х„) т а к , что 

Qi (Ху, . . . , Рі, ХІ+І, . . . , Хп) = 

1, если ft<0, 

0, если ^ > 0, ( 5 7 3 ) 

РІ, если gi = 0, где pt — произвольный бивалентный 
параметр . 

Е с л и заменить x (J у на х -f- у — хуи х f] у на ху, то соотноше­
ние (5.73) можно рассматривать к а к псевдобулеву ф у н к ц и ю и, сле ­
довательно , 

ХІ = Q (Xj, . . ., X i - ! , Pi, x i + 1 , . . ., x7l). (5.74) 

Соотношения (5.71) — (5.74) дают следующий р е з у л ь т а т . 
Следующие т р и теоремы с ф о р м у л и р о в а н ы Хэммером и Рудеа -

ыу [22]. 

Теорема 5.12. Пусть дан вектор (хх, . . ., х ^ , p-t, x i + 1 , . . ., хп) £ 
€ В2п, тогда если 

Xi = Q (Хц • • ч ^і-іі Pi, ^і + і! • • м хп), 
то вектор (хг, . . .,xt, . . ., хп) Ç 5 2 , г удовлетворяет уравнению (5.71), 
и обратно, если (хг, . . ., xt, . . ., хп) 6 Выявляется решением уравне-
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ния (5.71), то существует pt (бивалентный параметр, принадлежа­
щий Во), такой, что уравнение (5.73) выполняется. 

Построение булевой ф у п к ц н н (хх, . . ., Х/_х, р:, х і + 1 , . . ., х„) 
легко выполиить следующим образом. Пусть Й' — х а р а к т е р и с т и ч е ­
с к а я ф у н к ц и я g-, (хх, . . ., .т,- + 1 , . . ., хп) - < 0, a 0."І — х а р а к т е ­
ристическая ф у н к ц и я 

gl (Хх, . . ., %і-х, -f 11 • • -, хп) — О-
Тогда 

Q ; ( x , , . . . , x,-_j, pi, xi+1, ...,xn) = Q[ (J (pi (5.75) 

п о с к о л ь к у 

( 1, если gi < 0 , 

( 0, если g i > 0 , 

_ [ 1, если gt = 0, 
1 - 1 I 0 в противном случае . 

Из теоремы (5.12) и соотношения (5.71) п о л у ч а е т с я следующее 
необходимое и достаточное условие того, что х* я в л я е т с я точкой 
минимизации . • 

Теорема 5.13. Вектор х* = (х*, . . ., хп) является точкой мини­
мизации функции f (хх, . . ., х„) тогда и только тогда, когда выпол­
няются следующие два условия: 

а. Существует параметр р* £ В2, такой, чтол 

xt = Q; {xt, ...,xt-i, pt, x't+i, . . ., xt). (5.76) 

б. Вектор (x*, . . ., x * + 1 , . . ., xn) является точкой мини­
мизации функции ( й ; рассматривается как псевдобулева функция) 

Çii (хх, . . . , Xj-i, Pi, .Tj + D • • - , Х-п) gl (хх, . . ., %i + T_, • • ч Хп), 

+ hi (хх, . . ., Хі-г, xt+x, . . ., хп) (5-77) 

У п р а ж н е н и е 5.18. Д о к а ж и т е теорему 5.13. 
Указание. Воспользуйтесь теоремой 5.12 и определением точки 

м и н и м и з а ц и и . 
Путем повторного п р и м е н е н и я теоремы 5.13 можно получить 

а л г о р и т м о т ы с к а н и я минимума / (хх, . . .,• хп), и с п о л ь з у ю щ и й сле­
дующую теорему: 

Теорема 5.14. Вектор х* = (х*, . . ... хп) является точкой мини­
мизации псевдобулевой функции f (хх, . . -, хп) тогда и только тогда, 
когда существуют значения р%, . . ., рп піакие, что 

х* = Сіі(р*, xl, . . ., Хп), 

х\ = Q 2 [pt, хз, Хп), 

Хп = ß „ ІРп) 
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uf (х*, . . ., Хп) = / (£2Х, Й 2 , . . ., Q„) — минимум функции f (хѵ . . . 

• • •> хп)-

Алгоритм отыскания точек минимизации и минимума 
псевдобулевон функции 

Шаг 1. Е с л и / г = const, то m i n / = / ; . Переходим к ш а г у 4. 
Е с л и fi Ф const, то переходим к ш а г у 2. 

Шаг 2, Н а х о д и м gt, ht, т а к и е , что ft = Xjgi -f- hi, и строим Q\ 
и Q'i. П о л а г а е м xt = Q ; [} ptQ'i, где (J РІ^І' в ы р а ж а е т с я в виде 
псевдобулевой ф у н к ц и и . Переходим к ш а г у 3. 

Шаг 3. Образуем = /г- [Q' ; . . ., , r n ) , . . ., хп]. 
П о л а г а е м і = і 4- 1 н переходим к ш а г у 1. 

і й а г 4. Е с л и £ = 1, то все з н а ч е н и я хг можно брать произвольны­
ми, £ = 1, . . ., п. Е с л и і Ф 1, с к а ж е м £ = т, то 

хт ~ &т (Рпг)? 
хт—1 = ^ т - і (Рт - і , Я-т)» 

= (Pli ^2 ' • • "i ^пі) -

Е с л и 7?г < ?г, то х т + 1 , . . ., а„ могут п р и н и м а т ь п р о и з в о л ь н ы е з н а ­
ч е н и я . П р и m = н в еличины х, , . . ., хп определены выше. 

В и з л о ж е н н о м здесь алгоритме п р и о т ы с к а н и и минимального 
з н а ч е н и я / можпо использовать й,- вместо В этом алгоритме Q'i 
использовалось ввиду того, что ж е л а т е л ь н о было получить минимум 
/ (хг, . . ., хп); следовательно , параметр pt п о л а г а е т с я р а в н ы м н у л ю . 

П р и м е р 5.7. Т р е б у е т с я н а й т и минимум ф у н к ц и и 

—5ххх2х3 4- Юя^Жз 4" Ьхгхэ 4" Ъх2х3 — Ъхг — 8х2 — Зх3 4- 3. (5.78) 

Записываем 

/т_ (хг, хп, х3) = хх ( — 5 х п х 3 4- lux« 4- За;., — 3) + 
+ Зхо.тз — 8х„ — За; 3 4- 3 (5.79) 

и решаем 
—5х2х3 4- Юл.-, 4" З х 3 — 3 ^ 0 . 

П о л а г а е м 

Уі = хгх3, Уг = х-і, у3^=х3. 
Тогда надо решить 

10і/ 2 + ЬУі + Зуз > 10. 

Решением неравенства (5.79а) я в л я е т с я у2 = 1, у1 

(базисное решение) , a QJ = о:2х.3, Q'[ = 0. 

fz ( х 2 , хз) — І\ (Pi, xzi хз) — — 5 х 2 . 

(5.79a) 

= Уз = о 
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Из того что g 2 = 1, следует , что Q'„ — 1 и Q1' = 0. Поэтому 
/ з = / 3 (£Ц, х3) = —5 = m i n / (х1: .т.,, а.'3). Т о ч к и м и н и м и з а ц и и 
имеют вид 

Хп = 1, 

.г\ = ХпХ3 = 0х3 = 0, 

.г 3 = р (произвольный бивалентный п а р а м е т р ) . 
У п р а ж н е н и е 5.19. М и н и м и з и р у й т е следующую функцию / и найди­

те все точкп минимизации : 

/ — 2хх + Зх2 — 1х3 — Ьх1х.1х3 - j - З.т2а:.] -f- 9.r4.r5 — 2хххъ. 

Решение. 

хг = х2 = х3 = хъ — 1, хА = 0, m i n / = — 9 . 

Минимизация произвольной целевой функции прн наличии 
системы ограничении 

Рассмотрим следующую з а д а ч у м и н и м и з а ц и и . Т р е б у е т с я мини­
м и з и р о в а т ь нсевдобулеву ф у н к ц и ю f (хх, . . . . хп) п р и н а л и ч и и 
системы ограничений G (хх, . . ., хп) ^і- 0. 

Пусть F = (ß ( а 1 , Кх), . . ., Q (ар, Кр) — множество всех р а з ­
л и ч н ы х базисных решений G (хх, . . ., хп) 0. Тогда у к а з а н н у ю 
задачу м и н и м и з а ц и и можно решать к а к последовательность не более 
чем р з адач минимизации , и с п о л ь з у я следующий алгоритм . 

Алгоритм 

Шаг 1. Образуем псевдобулевы ф у н к ц и и f j , j = 1, . . ., р, которые 
п о л у ч а ю т с я путем подстановки з г в / (хх, . . ., хл) вместо xt, где 

[ at, если i Ç / i — множество и н д е к с о в Q,(a\ К]), 

' \ X;, если і$К — множество индексов Q,(a3,Kj). 

Переходим к ш а г у 2. 
Шаг 2. М и н и м и з и р у е м к а ж д у ю ф у н к ц и ю fj, j = 1, . . ., р, 

и с п о л ь з у я метод, и з л о ж е н н ы й в части I I I , и обозначим минимумы 
через о1, . . ., <5Р. Переходим к ш а г у 3. 

Шаг 3. Н а х о д п м m i n б3 = m i n / . Т о ч к и м и н и м и з а ц и и / (х\, . . . 
. . ., хп) я в л я ю т с я т а к и м и точками х*, что / (х*, . . ., х„) = m i n / . 

У п р а ж н е н и е 5.20. М и н и м и з и р у й т е ф у н к ц и ю 

/ = оххі'2 8xjX3Xß - | - АхпХ$хе — /х^х^ - j - о.х'4 — 5х^х^хв 

нрп о г р а н и ч е н и я х 

2хх —,3.г 2 + 5.т 3 — Ахі -f- 2хъ — хе =sC 2, 
Ах± -f- 2хп + х3 — 8хЛ — хъ — За-G ^ 4. 
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Решение, m i n / = —12, x = (О, 1, 1, 1, О, 1) п (О, О, 1, 1, О, 1). 

С д р у г и м и методами м и н и м и з а ц и и псевдобулевых ф у н к ц и и п р п 
н а л и ч и и ограничении можно п о з н а к о м и т ь с я в [22]. 
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